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1

(1) π .

(2) .

(3) x y z (x, y, z ).

(4) π .

(5) .

(6) � 21000 .
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1(1)

(1) π .

:

: π( )

:- , . π/ .
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1(2)

(2) .

:01 : 23 , 4567 :8 98 : '; < = & ,> ? ” 23 ” 9 ” 45 ”" #$ %& .
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1(2)

(2) .

:01 : 23 , 4567 :8 98 : '; < = & ,> ? ” 23 ” 9 ” 45 ”" #$ %& .

01 : 2367 :8 9 45 : '; < = & ,> ? ” 23 ”$ @A .
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1(2)

(2) .

:01 : 23 , 4567 :8 98 : '; < = & ,> ? ” 23 ” 9 ” 45 ”" #$ %& .

01 : 2367 :8 9 45 : '; < = & ,> ? ” 23 ”$ @A .

01 : 456 7 : 23 98 : '; < = & ,> ? ” 45 ”$ @A .
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1(3)

(3) x y z (x, y, z ).

:
: x B y B z

:- - -
: x B z

:- y - ,

: y

: x- z,

C , C DFE

G H , � E .

D n G H n .
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1(4)

(4) π .

:

: π

:-

: π

:-

”π ” I ” ” , J

: π

:- �
:-
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1(5)

(5) .

:

: �

:-

:-
K L MN

:
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1(6)

(6) � 21000 .

:

: �

:- 21000

K I L MN

: �

11



• : x, y, z, a, b, c, . . .

• : Fn, Gn, Hn, . . . n

• : fn, gn, hn, . . . n

• :

– : ∀

– � : ∃
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1(1)

(1) π .

:

: π ( )

:- , F

F (π).
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1(2)

(2) .

:01 : 23 , 45 : ,O P a, b > ?67 :8 98 : '; < = & : P G > ?QR  !S > ?T : G(a, b)

01 : 23 : P a > ?67 :8 9 45 : '; < = & : P G′ > ?R  !S > ?T : G′(a)

01 : 45 : P b > ?67 : 23 98 : '; < = & : P G′′ > ?R  !S > ?T : G′′(b)
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1(3)

(3) x y z (x, y, z ).

:01 : x U y U z67 :8 98 V W( 8 : P R > ?XY Z : R(x, y, z)

01 : x U z67 :8 9 y V W( 8 : P R′ > ?XY Z : R′(x, z)
· · ·01 : x U y U z[7 :8 98 $ V : P f2 > ?67 :8 W( 8 : P R′′ > ?XY Z : R′′(f2(x, y), z)
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1(4)

(4) π .

:

: π � a

:- � R

: R(a)

: π

:- : f

:- : R

: R(f(π))
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1(5)

(5) .

:

: � : x

:- : f

:- : R

� : ∀

� ∀xR(f(x))

x ,

π
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1(5) ( )

(5) .

\ :

: � : z

:- � , R′

:- : f

:- : R

� : ∀

� (∀z)
(

R′(z)→ R(f(z))
)

.

x z ]
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1(6)

(6) � 21000 .

:

: � � y

:- 21000 � P1� � : ∃

� (∃y)P1(y)

� (∃x)
(

P2(x) ∧ P1(x)
) ^ :

x ,

P2

.- � / ,

P1 .
19



• : x, y, z, . . .

• : a, b, c, . . .

• : Fn, Gn, Hn, . . .

• : fn, gn, hn, . . .

• : ∀, ∃

• : ¬, ∨, ∧, ←, ↔

20



2

.

(1) .

(2) .

(3) x, y, � z, x + y = z.

(4) , .

(5) � .

(6) ε > 0, δ > 0, |x − a| < δ,

|F (x)− b| < ε.

(7) 7.

21



2(1)

(1) .

:

(∀x)
(

Q1(x)→ F1(x)
)

x:

Q1:-

F1:-
_ _ _ : ` (∀x)(Q1(x) ∧ F1(x))` (∀x ∈ Q)F1(x).

22



2(2)

(2) .

:

(∃x)(C1(x) ∧ T1(x))

x:

C1:-

T1:-
_ _ _ : ` (∃x)(C1(x)→ T1(x))

` (∃x ∈ C)T1(x).

23



2(3)

(3) x, y, � z, x + y = z.

:

(∀x)(∀y)(∃z)
(

(x + y = z)∧

(∀u)(u = x + y → u = z)
)

.

_ _ _ :

” � ” D .

24



2(4)

(4) , .

:

¬ (∀x)
(

C(x)→ E(x)
)

x:

C:-

E:-
a a a : C(x)→E(x)⇐⇒ ¬C(x)∨E(x) ⇐⇒ ¬

(

C(x)∧¬E(x)
)

,b cd ef g h : ¬ (∀x)¬
(

C(x) ∧ ¬E(x)
)

.ikj lm ,d en f h (∃x)
(

C(x) ∧ ¬E(x)
)

,o :p ¬ (∀x)¬q r p ∃xq st uv w
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2(5)

(5) � .

:

(∃x)
(

Z(x) ∧ (∀y)((Z(y) ∧ ¬(y = x))→ x > y)
)

x,y:

Z:-
_ _ _ : x , ”=” ”>” y z

26



2(6)

(6) ε > 0, δ > 0, |x − a| < δ,

|F (x)− b| < ε.

:

∀ε
(

ε > 0→ (∃δ)
(

δ > 0∧

(|x− a| < δ → |f(x)− b| < ε)
)

)

_ _ _ : x z
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2(7)

(7) 7.

:

(∃x1)(∃x2)(∃x3)
(

(x1 < 7 ∧ x2 < 7 ∧ x3 < 7) ∧

(P (x1) ∧ P (x2) ∧ P (x3))∧

(¬(x1 = x2) ∧ ¬(x1 = x3) ∧ ¬(x2 = x3))∧

(∀y)
(

(y < 7 ∧ P (y))→

(y = x1 ∨ y = x2 ∨ y = x3)
))

_ _ _ : C D {
28



• ( ) .

• ( ) .

: F (x, y) F (y, x) .

• .

: (∀x)(∃y)(x < y) (∃y)(∀x)(x < y)� .

• ,

29



(∀x)(G1
2(x)→G1

1(f(x)))

G1
2(π)

G1
1(f(π))

:

x “ ”.

f ”· · · ”.

G1
1 “· · · ”.

G1
2 “· · · ”.
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1. �

2. |}
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p.558(p.183)

1 (1), (2), (4), (6)–(9)
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� :

• : x, y, z, . . .

• : a, b, c, . . .

• : Fn, Gn, Hn, . . .

• : fn, gn, hn, . . .

• : ∀, ∃

• : ¬, ∨, ∧, ←, ↔
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:

• :

c, c1, c2, · · · , cn, . . .

• :

Fn, Gn, Pn, Qn, Rn

— n(n ∈ N, n > 0)

• :

fm, gm, hm

— m(m ∈ N, n > 0)

� �

L.
3



:

• :

x0, x1, x2, . . .

• :

¬, ∧, ∨, →, ↔

• :

∀, ∃

• :

), , , (

4



• .

.

• , .

.�

L ,

L �

5



L

� ” ” :

1. L ;

2. fm
L

� m , t1, t2, · · · , tm

L , fm(t1, t2, · · · , tm) L ;

3. (1) (2) .

” ” ” ”.

6



L
� ” ” :

(1) Fn
L

� n , t1, t2, · · · , tn

L , Fn(t1, t2, · · · , tn) L ,

—

(2) α , (¬α) ;

(3) α, β , (α ∨ β), (α ∧ β), (α→ β),

(α↔ β) L ;

(4) α , x , (∀x)α, (∃x)α

;

(5) (1)–(4) .
7



� � �
1: , �

, .

2: � ,� .

3: x � α :

(∀x1)F
2(x1, x2) (∀x3)F

2(x1, x2) .

4: : L � .

L

� �
8



(i) ;

(ii) ”¬” ,

(¬α) ;

(iii) α1→α2→· · ·→αn−1→αn

(α1→(α2→· · ·→(αn−1→αn) · · · ));

∨, ∧, ↔ .

(iv) ∀x, ∃x .

(∀x)α � (∃x)α ∀xα � ∃xα.

(v) (∀x1) · · · (∀xn)α ∀x1 · · · xnα;

(∃x1) · · · (∃xn)α ∃x1 · · · xnα.
9



(i) ”L
� ” �

L

� � �

L

� � � .

(ii) �

10



• ” ” ,

�
• ” ” ” ”, ;

” ” , �

f(x1, x2, · · · , xn) f x1, . . . , xn

Fn(x1, x2, · · · , xn) x1, x2, · · · , xn

Fn( Fn).

11



3
�

:

L = {f2, E2, c}, :

f2 , � � ;

E2 , � � ;

c , � .

� L :

(1) ∀x1x2x3E
(

f
(

f(x1, x2), x3
)

, f
(

x1, f(x2, x3)
)

)

(2) ∀x0
(

E(f(x0, c), x0) ∧ E(f(c, x0), x0)
)

(3) ∀x1∃x2
(

E(f(x1, x2), c)∧E(f(x2, x1), c)
)

12



� � �
:

L = {E2}, :

E2 , � � ;

� L :

(1) (∀x)E(x, x);

(2) (∀xy)
(

E(x, y)→E(y, x)
)

;

(3) (∀xyz)
(

(E(x, y) ∧E(y, z))→E(x, z)
)

.

13



3:

(∀x)α α (∀x) ;

(∃x)α α (∃x) .

:

∀x1∀x2(∀x3F (x1, x2)→F (x2, x3)) ,

(∀x1) ∀x2(∀x3F (x1, x2)→F (x2, x3)),

(∀x2) (∀x3F (x1, x2)→F (x2, x3)).

(∀x3) F (x1, x2).

14



4:

x α � � ,

• (∀x) (∃x) � ,

• (∀x) x,

• (∃x) x.

x α , x

� �� � .

15



4

�  �

.

(1) ∀x1∀x2(F (x1, x2)→ F (x1, x3))

(2) ∀x1F (x1)→ F (x1)

(3) ∀x1F (x1, x2)→ ∀x1F (x2)

16



4

:

(1) ∀x1 ∀x2 (F (x1, x2 )→ F (x1, x3))
↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ �

(2) ∀x1 F (x1)→ F (x1)
↖ ↗ ↑ �

(3) ∀x1 (F (x1, x2))→ ∀x1 F (x2)
↑ ↑ ↑ ↑ ↑ �  �

: � �  � ,

.
17



5:

x α .

• x α , x α

;

• x α , x α �� �

:

x α �� ⇔x α � �� � .

18



4 :

(1) x1, x2 , x3  � ;

(2) x1  � ;

(3) x1 , x2  � .

:! α(x1, . . . , xn) " α �� x1, . . . , xn .

19



�� .

L = {E2, c}, #
E � ”$ =$ ”, c � .

L : ∀x1E(x1, c) ∀x2E(x1, c).

∀x1E(x1, c) ⇔ � c.

∀x1E(x1, c) x1 .

∀x2E(x1, c) x1 .

 �

: �
20



t x α

∃y(y > x) x y .

• ∃y(y > x) .

• ∃y(y > x) x y .

∃y(y > y) .

% % % : x & ' t,α ( )

∃y(y > x)− ∃y(y > t)

21



t x α

6:

α L , t L , x L ,

t yi, α  �

x (∀yi) (∃yi) � , t x α* , t x α �� .

y x ∃y(y > x) ( * .

z x ∃y(y > x) ( * .

22



t x α

1. t y1, y2, · · · , yn;

2. α  � x;

3. x α  � ,

for i = 1 to n step 1 do
x (∀yi) (∃yi) ,

, t x α  � .
endfor

4. t x α  �

23



5

� α ∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F2

2 (x3, x1),

% :

(1) x2 f2
1(x4, x5) x1 α  � ?

(2) f2
2(x1, x4) f2

3(x2, x3) x2 α  � ?

24



5

α ∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F2

2 (x3, x1)

:

(1) x2 x1 α  � ,

α ,  � x2 x1 � .

f2
1(x4, x5) x1 α  � .

(2) f2
2(x1, x4) x2 α  � ;

f2
3(x2, x3) x2 α  � .

25



α(x/t)

α(x/t) α � � � � � � � � � x t

( t x α  � ).

α(x/t) α � .

5 :

α(x2/x1) = ∀x1F2
1 (x1, x1)→ ∀x2F2

2 (x3, x1).

α(x1/f2
1(x4, x5))

= ∀x1F2
1 (x1, x2)→ ∀x2F2

2 (x3, f2
1(x4, x5)).

26



α(x/t) t x α

t x α  � , α(x/t) :

* t , t

,

, t x α  � ,  � .

”t x α ” .

27



(1) x x α  � .

(2) x α  � , t x α  � .

28



7

(1) L t , t L� ;

(2) L α  � , α L� .
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p.558(p.183)

2

3 (2), (3)

4 (2), (4)
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NL

L, NL :

• :

– L

�

• :

– : ∅

– : 15

(1)–(10) N

2



Γ ` α

Γ, β ` α
(+)

:� (+) �� ��

3



∀

Γ ` ∀xα,

t x α �� �

Γ ` α(x/t)

(∀−)

�

Γ x, α(x) � ,

Γ � α x” ” t � �

: ”t x α �� ”  
4



∀

Γ ` α,

x Γ ��
Γ ` ∀xα

(∀+)

�

Γ(x) α(x) � , Γ x ,

Γ x, α(x) � �
: !" ”x # $ Γ % &' ( )* +, - . ” #/ 0 .

5



∃

Γ, α ` β,

x Γ ∪ {β} ��

Γ, ∃xα ` β

(∃−)

�

Γ α(x)1 β(x) � ,

Γ β x

Γ ∃xα(x) β(x) � �
: ”α ” ”∃xα ” 2

: !" ”x # $ Γ ∪ {β} % &' ( )* +, - . ” #/ 0 .

6



∃

Γ ` α(x/t),

t x α �� �

Γ ` ∃xα

(∃+)

�

Γ � α x” ” t � ,

Γ1 1 x α � .

(t ∃xα � ” ”.)

: ”t x α �� ”  
7



: α(x/x) = α, x x α �� .

Γ ` ∀xα,

Γ ` α
((∀−) t x)

Γ ` α,

Γ ` (∃x)α
((∃+) t x)

8



NL

Γ1 ` α1, Γ2 ` α2, · · · , Γn ` αn

:

(1) Γi(i : 1 ≤ i ≤ n) NL  

(2) Γi ` αi (1 ≤ i ≤ n)

Γj ` αj (1 ≤ j < i) NL

.

NL

� ( ) 3 .

αn � Γn NL ,

Γn `NL
αn, Γn ` αn.

45 6 N* 7 8 9: % ;< => ? @A

9



N NL

1

Σ α N , Σ∪{α}

p0, p1, · · · , pn ,

α0, α1, · · · , αn L , α0, α1, · · · , αn

Σ ∪ {α} p0, p1, · · · , pn,

L Σ′ α′ B
Σ `N α, Σ′ `NL

α′.

10



1

: Σ `N α, N :

Σ1 ` β1, Σ2 ` β2, · · · , Σk ` βk (= Σ ` α)

Σ1∪· · ·∪Σk∪{β1, β2, · · · , βk}

p0, · · · , pn, pn+1, · · · , pn+m .

L m αn+1, · · · , αn+m,

Σ1, Σ2, · · · , Σk, β1, β2, · · · , βk

p0, · · · , pn, pn+1, · · · , pn+m

α0, · · · , αn, αn+1, · · · , αn+m

Σ′
1, Σ′

2, · · · , Σ′
k, β′

1, β′
2, · · · , β′

k.
11



1 ( )

Σ′
1 ` β′

1, Σ′
2 ` β′

2, · · · , Σ′
k ` β′

K

NL

� .

( N NL .

.)

Σ′
k = Σ′, β′

k = α′, Σ′ `NL
α′.

12



C C C

2 L Γ α1, α2, · · · , αn.

1. Γ `NL
α1, α2, · · · , αn,

α1, α2, · · · , αn `NL
α,

Γ `NL
α.

2. α1→α2 `NL
α3→α4,

α1 `NL
α2,

α3 `NL
α4.

�  

13



6

NL :

1. ∀x(α→β) à α→∀xβ, x α �� .

2. ∀x(α→β) à ∃xα→β, x β �� .

3. ∀x(α→β) ` ∃xα→∃xβ,

4. ∀x(α→β) ` ∀xα→∀xβ,

14



6(1)(`)

1. ∀x(α→β) à α→∀xβ, x α �� .

: (`)

(1) ∀x(α→β), α ` ∀x(α→β) (∈)

(2) ∀x(α→β), α ` α→β (∀−)

(3) ∀x(α→β), α ` α (∈)

(4) ∀x(α→β), α ` β (→ −)

(5) ∀x(α→β), α ` ∀xβ

(x �� ) (∀+)

(6) ∀x(α→β) ` α→∀xβ (→ +)

15



6(1)(a)

1. ∀x(α→β) à α→∀xβ, x α �� .

: (a)

(1) α→∀xβ, α ` α→∀xβ (∈)

(2) α→∀xβ, α ` α (∈)

(3) α→∀xβ, α ` ∀xβ (→ −)

(4) α→∀xβ, α ` β (∀−)

(5) α→∀xβ ` α→β (→+)

(6) α→∀xβ ` ∀x(α→β)

(x �� ) (∀+)

16



6(2)(`)

2. ∀x(α→β) à ∃xα→β, x β �� .

: (a)

(1) ∀x(α→β), α ` ∀x(α→β) (∈)

(2) ∀x(α→β), α ` α→β (∀−)

(3) ∀x(α→β), α ` α (∈)

(4) ∀x(α→β), α ` β (→ −)

(5) ∀x(α→β), ∃xα ` β

(x ∀x(α→β) β �� ) (∃−)

(6) ∀x(α→β) ` ∃xα→β (→+)

17



6(1)(a)

2. ∀x(α→β) à ∃xα→β, x β �� .

: (a)

(1) ∃xα→β, α ` α (∈)

(2) ∃xα→β, α ` ∃xα (∃+)

(3) ∃xα→β, α ` ∃xα→β (∈)

(4) ∃xα→β, α ` β (→ −)

(5) ∃xα→β ` α→β (→ +)

(6) ∃xα→β ` ∀x(α→β)

(x �� ) (∀+)
18



6(3)

3. ∀x(α→β) ` ∃xα→∃xβ

: (1) ∀x(α→β), α ` ∀x(α→β) (∈)

(2) ∀x(α→β), α ` α→β (∀−)

(3) ∀x(α→β), α ` α (∈)

(4) ∀x(α→β), α ` β (→ −)

(5) ∀x(α→β), α ` ∃xβ (∃+)

(6) ∀x(α→β), ∃xα ` ∃xβ (∃−)

(7) ∀x(α→β) ` ∃xα→∃xβ (→ +)

19



6(4)

4. ∀x(α→β) ` ∀xα→∀xβ

: (1) ∀x(α→β), ∀xα ` ∀x(α→β) (∈)

(2) ∀x(α→β), ∀xα ` α→β (∀−)

(3) ∀x(α→β), ∀xα ` ∀α (∈)

(4) ∀x(α→β), ∀xα ` α (∀−)

(5) ∀x(α→β), ∀xα ` β (→ −)

(6) ∀x(α→β), ∀xα ` ∀xβ (∀+)

(7) ∀x(α→β) ` ∀xα→∀xβ (→ +)

20
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14. (2),(4),(5)
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NL N :

• : NL N









 +

• : NL N



























( )

( N )

( �� )

• � NL N (∀+), (∀−), (∃+), (∃−)

• � �
N DE F GH ” I J ”NL DE F GH ( K LMN O D PQ JSR T D .)
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: N NL � �
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7

y x α �� , y α �� ,

1.∃xα à ∃yα(x/y). 2.∀xα à ∀yα(x/y).

:

y x α �� , y α �� ,

α(x/y)(y/x) = α. ��
↓ ↓ ↓

α : ( · · · x · · · x · · · y · · · )

α(x/y) : ( · · · y · · · x · · · y · · · )

α(x/y)(y/x) : ( · · · x · · · x · · · y · · · )

24



7

y x α �� , y α �� ,

1.∃xα à ∃yα(x/y). 2.∀xα à ∀yα(x/y).

: 1.

(`)

(1) α ` α (∈)

(2) α ` α(x/y)(y/x)

(3) α ` ∃yα(x/y)

(x y α(x/y) �� ) (∃+)

(4) ∃xα ` ∃yα(x/y)

(x ∃yα(x/y) �� ) (∃−)
25



7 ( )

y x α �� , y α �� ,

1.∃xα à ∃yα(x/y). 2.∀xα à ∀yα(x/y).

: 1.

(a)

(1) ∃yα(x/y) ` ∃x
(

α(x/y)(y/x)
)

(`)

(2) ∃yα(x/y) ` ∃xα

� 1 � � ,�

26



8

: ∀xyα ` ∀yxα

: (1) ∀xyα ` ∀xyα (∈)

(2) ∀xyα ` ∀yα (∀−)

(3) ∀yα ` α (∀−)

(4) ∀xyα ` α (Tr)

(5) ∀xyα ` ∀xα (∀+)

(6) ∀xyα ` ∀y∀xα (∀+)

27



9

: 1. ∀xα à ¬∃x¬α 2. ∃xα à ¬∀x¬α

: 1.

(a)

(1) ¬α ` ¬α (∈)

(2) ¬α ` ∃x¬α (∃+)

(3) ¬α→∃x¬α ` ¬∃x¬α→α ( 1)

(4) ¬∃x¬α` α ( 2(2))

(5) ¬∃x¬α` ∀xα (∀+)

28



9( )

: 1. ∀xα à ¬∃x¬α 2. ∃xα à ¬∀x¬α

: 1(`).

(`)

(1) ∀xα ` ∀xα (∈)

(2) ∀xα ` α (∀−)

(3) ¬α ` ¬∀xα ( 2(2))

(4) ∃x¬α ` ¬∀xα (∃−)

(5) ∀xα ` ¬∃x¬α ( 2(2))

29



10

:

1. ∃x(α→β) à α→∃xβ x α �� .

2. ∃x(α→β) à ∀xα→β x β �� .

30



10(1)(`)

1.∃x(α→β) à α→∃xβ x α �� .

: (`)

(1) α→β, α ` α (∈)

(2) α→β, α ` α→β (∈)

(3) α→β, α ` β (→ −)

(4) α→β, α ` ∃xβ (∃+)

(5) α→β ` α→∃xβ (→+)

(6) ∃x(α→β) ` α→∃xβ

(x α→∃xβ �� ) (∃−)

31



10(1)(a)

1.∃x(α→β) à α→∃xβ x α �� .

: (a)

(1) ¬∀x¬ (α→β) ` ∃x(α→β) ( 9)

(2) ¬∃x(α→β) ` ∀x¬ (α→β) ( 2)

(3) ¬∃x(α→β) ` ¬ (α→β) (∀−)(2)

(4) β ` α→β ( 1)

(5) ¬ (α→β) ` ¬β ( 2)

(6) ¬α ` α→β ( 1)

(7) ¬ (α→β) ` α ( 2)

(8) ¬∃x(α→β) ` ¬β, α (Tr)(3,5,7)

(9) ¬∃x(α→β) ` ∀x¬β (∀+)(8)
32



10(1)(a) ( 1)

1.∃x(α→β) à α→∃xβ x α �� .

:

(10) α→ ∃xβ,¬∃x(α→β) ` α (+)(8)

(11) α→ ∃xβ,¬∃x(α→β) ` α→ ∃xβ (∈)

(12) α→ ∃xβ,¬∃x(α→β) ` ∃xβ (→ −)(10,11)

(13) α→ ∃xβ,¬∃x(α→β) ` ∀x¬β (+)(9)

(14) ∃xβ ` ¬∀x¬ β ( 9)

(15) ∀x¬β ` ¬∃xβ ( 2)

(16) α→ ∃xβ,¬∃x(α→β) ` ¬∃xβ (Tr)(13,15)

(17) α→ ∃xβ ` ∃x(α→β) (¬−)(12,16)

33



10(1)(a) ( 2)

1.∃x(α→β) à α→∃xβ x α �� .

^ :

(10) ∃xβ ` ¬∀x¬ β ( 9)

(11) ∀x¬β ` ¬∃xβ ( 2)

(12) ¬∃x(α→β) ` ¬∃xβ (Tr)(9,11)

(13) ¬∃x(α→β) ` α ∧ ¬∃xβ (∧+)(8,12)

(14) α ∧ ¬∃xβ ` ¬ (α→ ∃xβ) ( 1)

(15) ¬∃x(α→β) ` ¬ (α→ ∃xβ) (Tr)(13,14)

(16) α→ ∃xβ ` ∃x(α→β) ( 2)

� ”x � α _` a ”
34



10(2)(`)

2. ∃x(α→β) à ∀xα→β x β �� .

: (`)

(1) α→β, ∀xα ` ∀xα (∈)

(2) α→β, ∀xα ` α (∀−)

(3) α→β, ∀xα ` α→β (∈)

(4) α→β, ∀xα ` β (→ −)

(5) α→β ` ∀xα→ β (→ +)

(6) ∃x(α→β) ` ∀xα→ β

(x ∀xα→ β �� ) (∃−)

35



10(2)(a)

2. ∃x(α→β) à ∀xα→β x β �� .

: (a)

(1) ∀x¬ (α→β) ` ∀x¬ (α→β) (∈)

(2) ∀x¬ (α→β) ` ¬ (α→β) (∀−)(1)

(3) ¬ (α→β) ` α ∧ ¬β ( 1)

(4) α ∧ ¬β ` α, ¬β ( 1)

(5) ∀x¬ (α→β) ` α, ¬β (Tr)(2,3,4)

(6) ∀x¬ (α→β) ` ∀xα (∀+)(5)

(7) ∀xα, ¬β ` ∀xα ∧ ¬β ( 1)

36



10(2)(a) ( )

1.∃x(α→β) à α→∃xβ x α �� .

:

(8) ∀xα ∧ ¬β ` ¬ (∀xα→ β) ( 1)

(9) ∀x¬ (α→β) ` ¬ (∀xα→ β) (Tr)(5,6,7,8)

(10) ∀xα→ β ` ¬∀x¬ (α→β) ( 2)

(11) ¬∀x¬ (α→β) ` ∃x(α→β) ( 9)

(12) ∀xα→ β ` ∃x(α→β) (Tr)(10,11)

� ”x � α _` a ”
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11

:

1. ∀x(α↔β) ` ∀xα↔∀xβ

2. ∀x(α↔β) ` ∃xα↔ ∃xβ

38



11(1)

1. ∀x(α↔β) ` ∀xα↔∀xβ

:

(1) ∀x(α↔β), ∀xα ` ∀x(α↔β) (∈)

(2) ∀x(α↔β), ∀xα ` α↔β (∀−)(11)

(3) ∀x(α↔β), ∀xα ` ∀xα (∈)

(4) ∀x(α↔β), ∀xα ` α (∀−)(3)

(5) ∀x(α↔β), ∀xα ` β (↔ −)(2,4)

(6) ∀x(α↔β), ∀xα ` ∀xβ (∀+)(5)

(7) ∀x(α↔β), ∀xβ ` ∀xα ( (6))

(8) ∀x(α↔β) ` ∀xα↔ ∀xβ (↔ +)(6,7)

39



11(1)

2. ∀x(α↔β) ` ∃xα↔ ∃xβ

:

(1) ∀x(α↔β), α ` ∀x(α↔β) (∈)

(2) ∀x(α↔β), α ` α↔β (∀−)(1)

(3) ∀x(α↔β), α ` α (∈)

(4) ∀x(α↔β), α ` β (↔ −)(2,3)

(5) ∀x(α↔β), α ` ∃xβ (∃+)(4)

(6) ∀x(α↔β), ∃xα ` ∃xβ (∃−)(5)

(7) ∀x(α↔β), ∃xβ ` ∃xα ( (6))

(8) ∀x(α↔β) ` ∃xα↔ ∃xβ (↔ +)(6,7)

40



12

: x α �� ,

1. α ∧ ∀xβ à ∀x(α ∧ β)

2. α ∧ ∃xβ à ∃x(α ∧ β)

3. α ∨ ∀xβ à ∀x(α ∨ β)

4. α ∨ ∃xβ à ∃x(α ∨ β)

1 3.

41



12(1)(`)

1. α ∧ ∀xβ à ∀x(α ∧ β), x α �� .

: (`)

(1) α ∧ ∀xβ ` α ∧ ∀xβ (∈)

(2) α ∧ ∀xβ ` α (∧−)(1)

(3) α ∧ ∀xβ ` ∀xβ (∧−)(1)

(4) α ∧ ∀xβ ` β (∀−)(3)

(5) α ∧ ∀xβ ` α ∧ β (∧+)(2,4)

(6) α ∧ ∀xβ ` ∀x(α ∧ β)

(x α ∧ ∀xβ �� ) (∀+)(5)

42



12(1)(a)

1. α ∧ ∀xβ à ∀x(α ∧ β), x α �� .

: (a)

(1) ∀x(α ∧ β) ` ∀x(α ∧ β) (∈)

(2) ∀x(α ∧ β) ` α ∧ β (∀−)(1)

(3) ∀x(α ∧ β) ` α (∧−)(2)

(4) ∀x(α ∧ β) ` β (∧−)(2)

(5) ∀x(α ∧ β) ` ∀xβ (∀+)(4)

(6) ∀x(α ∧ β) ` α ∧ ∀xβ (∧+)(3,5)

: ”x � α _` a ”.
43



12(3)(`)

3. α ∨ ∀xβ à ∀x(α ∨ β), x α �� .

: (`)

(1) α ` α (∈)

(2) α ` α ∨ β (∨+)(1)

(3) α ` ∀x(α ∨ β)

(x α �� ) (∀+)(2)

(4) ∀xβ ` ∀xβ (∈)

(5) ∀xβ ` β (∀−)(4)

(6) ∀xβ ` α ∨ β (∨+)(5)

(7) ∀xβ ` ∀x(α ∨ β) (∀+)(6)

(8) α ∨ ∀xβ ` ∀x(α ∨ β) (∨−)(3,6)
44



12(3)(a)

3. α ∨ ∀xβ à ∀x(α ∨ β), x α �� .

: (a)
(1) ∀x(α ∨ β),¬α ` ∀x(α ∨ β) (∈)

(2) ∀x(α ∨ β),¬α ` α ∨ β (∀−)(1)

(3) α ∨ β ` ¬α→ β ( b )

(4) ∀x(α ∨ β),¬α ` ¬α→ β (Tr)(2,3)

(5) ∀x(α ∨ β),¬α ` ¬α (∈)

(6) ∀x(α ∨ β),¬α ` β (→ −)(4,5)

(7) ∀x(α ∨ β),¬α ` ∀xβ (∀+)(6)

(8) ∀x(α ∨ β) ` ¬α→ ∀xβ (→+)(7)

(9) ¬α→ ∀xβ ` α ∨ ∀xβ ( b )

(10) ∀x(α ∨ β) ` α ∨ ∀xβ (Tr)(8,9)
45
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6. y x α �� , y � α _` a ,

∀xα à ∀yα(x/y).
7.

9. 12 (2),(4)

12. � Γ, α `NL
β, x � Γ

_` a , Γ, ∃xα `NL
∃xβ.

13. � Γ, α `NL
β, x Γ∪ {β}�� , Γ, ∃xα `NL

∀xβ.

14. (2),(4),(5)
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NL

� :










α→ ∀xβ à ∀x(α→ β)

α→ ∃xβ à ∃x(α→ β)
x α ��











∀xα→ β à ∃x(α→ β)

∃xα→ β à ∀x(α→ β)
x β ��











































α ∧ ∀xβ à ∀x(α ∧ β)

α ∧ ∃xβ à ∃x(α ∧ β)

α ∨ ∀xβ à ∀x(α ∨ β)

α ∨ ∃xβ à ∃x(α ∨ β)

x α ��
48



( )

NL
� :











¬∀xα à ∃x¬α

¬∃xα à ∀x¬α











∀xα à ∀yα(x/y)

∃xα à ∀yα(x/y)
y α

� ∀x(α↔ β) ` ∀xα↔ ∀xβ?

∀x(α↔ β) ` ∃xα↔ ∃xβ?

∃x(α↔ β) ` ∃xα↔ ∃xβ?

∃x(α↔ β) ` ∀xα↔ ∀xβ?
49



3 α, β, γ L , β à γ.

α′ α β γ .

α à α′.

:
α : · · · β · · · β · · · β · · ·

↓ ↓ ↓

α′ : · · · γ · · · β · · · γ · · ·

50



1

L α, α′, β, β′ α à α′, β à β′, :

1. ¬α à ¬α′

2. α ∨ β à α′ ∨ β′ 3. α ∧ β à α′ ∧ β′

4. α→β à α′→β′ 5. α↔β à α′↔β′

6. ∀xα à ∀xα′ 7. ∃xα à ∃xα′

(7).

51



1(7)

L α, α′, β, β′ α à α′, β à β′, :

7. ∃xα à ∃xα′

: (1) α à α′

(2) ∅ ` α↔α′

(3) ∅ ` ∀x(α↔α′)

(4) ∀x(α↔α′) ` ∃xα↔∃xα′ ( 11)

(5) ∅ ` ∃xα↔∃xα′ (Tr)

(6) ∃xα ` ∃xα↔∃xα′ (+)

(7) ∃xα ` ∃xα

(8) ∃xα ` ∃xα′

(9) ∃xα′ ` ∃xα ( (8))

(10) ∃xα à ∃xα′

52



1(7) ( )

L α, α′, β, β′ α à α′, β à β′, :

7. ∃xα à ∃xα′

^ : (1) α ` α′ ( c )

(2) α ` ∃xα′ (∃+)(1)

(3) ∃xα ` ∃xα′ (∃−)(2)

(4) ∃xα′ ` ∃xα ( (3))

(5) ∃xα à ∃xα′

53



3 α, β, γ L , β à γ.

α′ α β γ . α à α′.

: α d B

(1) d = 0 , α ,

: α = α′, α = β α′ = γ, α à α′.

(2) d ≤ n . d = n + 1 B

α � : ¬α1, α1 ∨ α2, α1 ∧ α2,

α1→α2, α1↔α2, ∃xα1, ∀xα1.

,α1 α2 ≤ n

54



( )

α1 α2 β γ

α′
1 α′

2.

� : α1 à α′
2, α2 à ∃α

′
2.

α′ : ¬α′
1, α′

1 ∨ α′
2, α′

1 ∧ α′
2, α′

1→α′
2,

α′
1↔α′

2, ∃xα′
1, ∀xα′

1.

1 α à α′.

B
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C C C

12(1) : x α �� , :

∀x(α ∧ β) à α ∧ ∀xβ

: (1) α ∧ β à ¬ (α→¬β) ( b )

(2) ∀x(α ∧ β) à ∀x¬ (α→¬β)

(3)¬∀x(α ∧ β) à ¬ ∀x¬ (α→¬β) ( 2)

(4)¬∀x¬ (α→¬β) à ∃x(α→¬ β) ( 9)

(5) ∃x(α→¬ β) à α→∃x¬β ( 10)

(6)¬∀x(α ∧ β) à α→∃x¬β (Tr)

(7) ∀x(α ∧ β) à ¬ (α→∃x¬β) ( 2)

(8)¬ (α→∃x¬β) à α ∧ ¬∃x¬ β ( b )

(9) ∀x(α ∧ β) à α ∧ ¬∃x¬β (Tr)

(10) ∀x(α ∧ β) à α ∧ ∀xβ ( )
56



10 L

� α :

Q1v1Q2v2 · · ·Qnvn β

:

Qi ∀ ∃ (1 ≤ i ≤ n);

vi (1 ≤ i ≤ n);

n � (n = 0);

β .

α L

� .
57



( )

4 L

� α, L

� α′,

α à α′.

α′ α � .

de 3 .
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8

.

1. ¬
(

∀x2∃x1F2
1 (x1, x2)

)

2. ∀x1F1(x1)→∀x2F1(x2)

3. ∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F1(x2)

4.
(

∀x1F2
1 (x1, x2)→¬∃x2F1

2 (x2)
)

→

∀x1∀x2F2
3 (x1, x2)

5. ∀x1F2
1 (x1, x2)↔ ∀x2F2

1 (x1, x2)

59



8(1)

1. ¬
(

∀x2∃x1F2
1 (x1, x2)

)

:

¬
(

∀x2∃x1F2
1 (x1, x2)

)

à ∃x2
(

¬∃x1F2
1 (x1, x2)

)

à ∃x2∀x1(¬F2
1 (x1, x2))

60



8(2)

2. ∀x1F1(x1)→∀x2F1(x2)

:

∀x1F1(x1)→∀x2F1(x2)

à ∀x2
(

∀x1F1(x1)→F1(x2)
)

à ∀x2∃x1
(

F1(x1)→F1(x2)
)

61



8(2)

2. ∀x1F1(x1)→∀x2F1(x2)

:

∀x1F1(x1)→∀x2F1(x2)

à ∀x2
(

∀x1F1(x1)→F1(x2)
)

à ∀x2∃x1
(

F1(x1)→F1(x2)
)

^ :

∀x1F1(x1)→∀x2F1(x2)

à ∃x1
(

F1(x1)→∀x2F1(x2)
)

à ∃x1∀x2
(

F1(x1)→F1(x2)
)

: � 1 1

61-a



8(3)

3. ∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F1(x2)

:

∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F1(x2)

à ∀x2
(

∀x1F2
1 (x1, x2)→F1(x2)

)

à ∀x2∃x1
(

F2
1 (x1, x2)→F1(x2)

)
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8(3)

3. ∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F1(x2)

:

∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F1(x2)

à ∀x2
(

∀x1F2
1 (x1, x2)→F1(x2)

)

à ∀x2∃x1
(

F2
1 (x1, x2)→F1(x2)

)

×

62-a



8(3)

3. ∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F1(x2)

:

∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F1(x2)

à ∀x2
(

∀x1F2
1 (x1, x2)→F1(x2)

)

à ∀x2∃x1
(

F2
1 (x1, x2)→F1(x2)

)

×

:

∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F1(x2)

à ∀x1F2
1 (x1, x3)→∀x2F1(x2)

à ∀x2
(

∀x1F2
1 (x1, x3)→F1(x2)

)

à ∀x2∃x1
(

F2
1 (x1, x3)→F1(x2)

)

62-b



8(3)

3. ∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F1(x2)

:

∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F1(x2)

à ∀x2
(

∀x1F2
1 (x1, x2)→F1(x2)

)

à ∀x2∃x1
(

F2
1 (x1, x2)→F1(x2)

)

×

:

∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F1(x2)

à ∀x1F2
1 (x1, x3)→∀x2F1(x2)

à ∀x2
(

∀x1F2
1 (x1, x3)→F1(x2)

)

à ∀x2∃x1
(

F2
1 (x1, x3)→F1(x2)

)

×

62-c



8(3)

3. ∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F1(x2)

:

∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F1(x2)

à ∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x3F1(x3)

à ∀x3
(

∀x1F2
1 (x1, x2)→F1(x3)

)

à ∀x3∃x1
(

F2
1 (x1, x2)→F1(x3)

)

63



8(3)

3. ∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F1(x2)

:

∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F1(x2)

à ∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x3F1(x3)

à ∀x3
(

∀x1F2
1 (x1, x2)→F1(x3)

)

à ∀x3∃x1
(

F2
1 (x1, x2)→F1(x3)

)

^ :

∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2F1(x2)

à ∃x1(F
2
1 (x1, x2)→∀x2F1(x2))

à ∃x1(F
2
1 (x1, x2)→∀x3F1(x3))

à ∃x1∀x3(F
2
1 (x1, x2)→F1(x3))

63-a



8(4)

4.
(

∀x1F2
1 (x1, x2)→¬∃x2F1

2 (x2)
)

→∀x1∀x2F2
3 (x1, x2)f :

(

∀x1F2
1 (x1, x2)→¬∃x2F1

2 (x2)
)

→∀x1∀x2F2
3 (x1, x2)

à
(

∀x1F2
1 (x1, x2)→∀x2¬F1

2 (x2)
)

→∀x1∀x2F2
3 (x1, x2)

à ∃x1

(

F2
1 (x1, x2)→∀x2¬F1

2 (x2)
)

→∀x1∀x2F2
3 (x1, x2)

à ∃x1

(

F2
1 (x1, x2)→∀x3¬F1

2 (x3)
)

→∀x1∀x2F2
3 (x1, x2)

à ∃x1∀x3

(

F2
1 (x1, x2)→¬F1

2 (x3)
)

→∀x1∀x2F2
3 (x1, x2)

à ∃x1∀x3

(

F2
1 (x1, x2)→¬F1

2 (x3)
)

→∀x4∀x5F2
3 (x4, x5)

à ∀x1∃x3

(

(

F2
1 (x1, x2)→¬F1

2 (x3)
)

→∀x4∀x5F2
3 (x4, x5)

)

à ∀x1∃x3∀x4∀x5

(

(

F2
1 (x1, x2)→¬F1

2 (x3)
)

→F2
3 (x4, x5)

)

64



8(5)

5. ∀x1F2
1 (x1, x2)↔ ∀x2F2

1 (x1, x2)

: ∀x1F2
1 (x1, x2) ↔ ∀x2F2

1 (x1, x2)

à
(

∀x1F2
1 (x1, x2) → ∀x2F2

1 (x1, x2)
)

∧

(

∀x2F2
1 (x1, x2) → ∀x1F2

1 (x1, x2)
)

à
(

∀x3F2
1 (x3, x2) → ∀x4F2

1 (x1, x4)
)

∧

(

∀x5F2
1 (x1, x5) → ∀x6F2

1 (x6, x2)
)

à ∃x3

(

F2
1 (x3, x2) → ∀x4F2

1 (x1, x4)
)

∧

∃x5

(

F2
1 (x1, x5) → ∀x6F2

1 (x6, x2)
)

à ∃x3∀x4

(

F2
1 (x3, x2) → F2

1 (x1, x4)
)

∧

∃x5∀x6

(

F2
1 (x1, x5) → F2

1 (x6, x2)
)

à ∃x3∀x4∃x5∀x6

((

F2
1 (x3, x2) → F2

1 (x1, x4)
)

∧

(

F2
1 (x1, x5) → F2

1 (x6, x2)
))

65



L

� α, L α′, α à α′.

: α d .

(1) d = 0 , α , α ,

α′ = α, α à α′

(2) d ≤ n , d = n + 1 .

α � :

¬α1, α1 ∨ α2, α1 ∧ α2, α1→α2, α1↔α2,

∃xα1, ∀xα1.

66



( 1)

� � L α′
1, α′

2,

α1 à α′
1, α2 à α′

2.

α′
1, α′

2 :

Q1v1Q2v2 · · ·Qmvmα′′
1

Qm+1vm+1Qm+2vm+2 · · ·Qm+nvm+nα′′
2

:

Qi ∀ ∃, vi (1 ≤ i ≤ m + n).

α′′
1 α′′

2 .

67



( 2)

(2.1) α ¬α1 , α à ¬Q1v1Q2v2 · · ·Qmvmα′′
1.

α à Q∗
1v1Q∗

2v2 · · ·Q
∗
mvm¬α′′

1.

:

Q∗
i =











∀ Qi ∃

∃ Qi ∀

Q∗
1v1Q∗

2v2 · · ·Q
∗
mvm¬α′′

1 .

68



( 3)

(2.2) α α1 ∨ α2 .

α à(Q1v1 · · ·Qmvmα′′
1)∨

(Qm+1vm+1 · · ·Qm+nvm+nα′′
2)

à
(

Q1v′1 · · ·Qmv′mα′′
1(vm/v′m) · · · (v1/v′1)

)

∨
(

Qm+1v′m+1 · · ·Qm+nv′m+n

α′′
2(vm+n/v′m+n) · · · (vm+1/v′m+1)

)

:

v′1, v′2, · · · , v′m+n L ,

α′
1 α′

2 .

69



( 4)

� 12 :

α àQ1v′1 · · ·Qmv′m

Qm+1v′m+1 · · ·Qm+nv′m+n
(

(

α′′
1(vm/v′m) · · · (v1/v′1)

)

∨
(

α′′
2(vm+n/v′m+n) · · · (vm+1/v′m+1)

)

)

.

70



( 4)

(2.3) α α1 ∧ α2 , (2.2) .

(2.4) α α1→α2 , 6 10 .

(2.5) α α1↔α2 ,

α à (α1→α2) ∧ (α2→α1).� (2.3) (2.4) β : α à β.

(2.6) α ∀xα1 ∃xα1 ,� 1 (6,7) .

, .

71



11 n � 0 � .

(1) α ,

n − 1 , α �

∏

n ,
∏

n .

(2) α ,

n − 1 , α �

∑

n ,
∑

n .

: ∀x1∀x2(F
1(x1)→F1(x2))

∏

1 .

∃x3∃x1∀x1∀x2(F
1(x1)→F1(x2))

∑

2 .

72



NL

12 α NL

� ,

∅ `NL
α, α NL

� b , `NL
α.

: α1, α2, · · · , αn `NL
α

`NL
α1→α2→ · · · →αn→α

`NL
(α1 ∧ α2 ∧ · · · ∧ αn)→α

73



p.560(p.185)

17. (1), (2), (3)

18. (1), (3)

19. (2),(3)

74



75



27 §4

� KL
� � �

� �� �� 	 
 �� � �
 � � �� �



— � � �

L
� :

• �






















































































• �

























 ��

1



— NL

L , NL :

• :

– L

�

• :

– : ∅

– : 15

(1)–(10) N

2



KL

NL N � � KL P .

L , KL :

• :

– L

� � �

• :

– : 7 (3+4)

– : 1

3



KL :

L . KL :

1. : L .

2. :

(2.1) : x0, x1, x2, · · · .

(2.2) : ∀ .

(2.3) : ¬, → .

(2.4) : ) , , , ( .

4



KL :

L . KL :

(1.1) KL .

(1.2) t1, t2, · · · , tm KL ,

fm KL

� m ,

fm(t1, t2, · · · , tm) KL .

5



KL :

L � KL :

(2.1) t1, t2, · · · , tn L ,

Fn KL

� n ,

Fn(t1, t2, · · · , tn) KL .

——

(2.2) α1, α2 KL ,

(¬α1), (α1→α2) KL .

(2.3) α KL , x KL ,

(∀x)α KL

� .
6



KL

KL NL

� �

� �

• �� ;

• ;

• P KL

7



KL

(α ∨ β) (¬α→β) ;

(α ∧ β)
(

¬
(

α→ ¬β
)

)

;

(α↔β)
(

¬
(

(α→β)→ ¬(β→α)
)

)

;

(∃x)α (¬ (∀x)¬α) .

8



KL :

(K1) α→(β→α)

(K2)
(

α→(β→γ)
)

→
(

(α→β)→(α→γ)
)

(K3) (¬α→¬β)→(β→α)

(K4) ∀xα→ α(x/t), t x α �� .

(K5) α→ ∀xα, x α �� .

(K6) ∀x(α→β)→ (∀xα→∀xβ)

(K7) α KL

� ,

(∀x)α KL

� .

� KL �

9



KL :

(M) � � α α→β β. (M)

10



KL

KL

�
α1, α2, · · · , αn

KL

� , αi(1≤ i≤ n)� :

(1) αi KL

� ;

(2) αi � αj, αk (1≤ j, k < i) (M)

.

, αn KL

� � , `KL
αn,

` αn .
11



5

α P � � , α′ α KL

�

, `KL
α′

6

(1) `KL
α→β, `KL

α, `KL
β .

(2) `KL
(α→β), `KL

(β→γ),

`KL
(α→γ).

(1) (M), (2) (Tr).

12



14

t x α �� , : ` α(x/t)→∃xα .

: (¬α)(x/t) = ¬ (α(x/t)),

(1) ` ∀x(¬α)→(¬α)(x/t) (K4)

(2) ` ∀x(¬α)→ ¬ (α(x/t))

(3) `
(

∀x(¬α)→ ¬ (α(x/t))
)

→
(

α(x/t)→ ¬∀x(¬α)
)

( � )

(4) ` α(x/t)→ ¬∀x(¬α) (M)

: ` α(x/t)→ ∃xα
13



7

`KL
α, `KL

∀xα.

: `KL
α, KL :

α1, α2, · · · , αn (= α)

α � .

i (1 ≤ i ≤ n) : `KL
∀xαi (∗)

(1) i = 1 , α1

� , ∀xα1

�

, `KL
∀xα1 .

14



(2) i < k , (∗) , i = k (∗) .

(2.1) αk , (1) .

(2.2) αk � αl, αj (1 ≤ l, j < k) (M)

, αj = αl→αk. �
`KL

∀xαl ( )

`KL
∀xαj ( )

`KL
∀x(αl→αk) ( )



`KL
∀x(αl→αk)→ (∀xαl→∀xαk) (K6).

`KL
∀xαl→∀xαk ( 6)

`KL
∀xαk. ( 6)

, (∗) , `KL
∀xαn, `KL

∀xα.

� � `KL
α→ ∀xα �



15(1)

x α �� ,

` ∀x(α→β)→(α→ ∀xβ).

:

`P
(

p→(q→r)
)

→
(

(s→q)→
(

p→(s→r)
)

)

.

∀x(α→β)  p, ∀xα  q, ∀xβ  r, α  s :

`KL

(

∀x(α→β)→(∀xα→∀xβ)
)

→
(

(α→∀xα)→
(

∀x(α→β)→(α→∀xβ)
)

)

.

15



`KL
∀x(α→β)→(∀xα→∀xβ), (K6)

`KL
(α→∀xα)→

(

∀x(α→β)→(α→∀xβ)
)

.

`KL
α→ ∀xα. (K5)x α ��

`KL
∀x(α→β)→(α→∀xβ).



15(2)

x α �� ,

` (α→ ∀xβ)→∀x(α→β)

:

`P (p→q)→
(

(r→p)→(r→q)
)

,

∀xβ, β, α p, q, r :

`KL
(∀xβ→β)→

(

(α→∀xβ)→(α→β)
)

.

`KL
∀xβ→β,

`KL
(α→∀xβ)→ (α→β).

`KL
A→B. A α→∀xβ, B α→β

16



`KL
∀x(A→B). ( 7)

`KL
∀x(A→B)→ (A→∀xB). (1)

x A ��

`KL
A→∀xB,

`KL
(α→∀xβ)→ ∀x(α→β) .



16(1)

` α→β,

` ∀xα→∀xβ �
:

(1) ` α→β ( )

(2) ` ∀x(α→β) ( 7)

(3) ` ∀x(α→β)→(∀xα→∀xβ) (K6)

(4) ` ∀xα→∀xβ (M)

17



16(2)

` α→β,

` ∃xα→∃xβ.

:
(1) ` α→β

(2) ` (α→β)→(¬β→¬α) ( � )

(3) ` ¬β→¬α (M)

(4) ` ∀x¬ β→∀x¬α (1)

(5) ` (∀x¬β→∀x¬α)

→(¬∀x¬α→¬∀x¬β)

(6) ` ¬∀x¬α→¬∀x¬ β (M)

: ` ∃xα→ ∃xβ
18



KL

Γ KL
� ( � ). KL� α1, α2, · · · , αn KL � Γ

αn

� , αi(1 ≤ i ≤ n)� :

(i) αi ∈ Γ .

(ii) αi

� .

(iii) αi � αj, αk (1 ≤ j, k ≤ i) (M) .

KL � Γ αn, Γ`KL
αn,

Γ ` αn.
19



KL

(1) `KL
α : KL

� Γ,

Γ `KL
α.

(2) Σ, α P , Σ ∪ {α}

p0, p1, · · · , pn

, Σ α p0, p1, · · · , pn

KL α0, α1, · · · , αn, KL

Σ′ α′. Σ `P α, Σ′ `KL
α′ .

20



(3) Σ `KL
α, Σ `KL

α→β, Σ `KL
β .

(4) Σ `KL
α→β, Σ `KL

β→γ,

Σ `KL
α→γ .

(5) Σ `KL
α, x � Σ �

� � , Σ `KL
∀xα .



(5)

� 7 �

Σ `KL
α, KL :

α1, α2, · · · , αn (= α)

Σ α � .

i (1 ≤ i ≤ n) : Σ `KL
∀xαi (∗)

21



(1) i = 1 , α1

� α1 ∈ Σ.

(1.1) α1

� , ∀xα1

� ,

`KL
∀xα1, Σ `KL

∀xα1.

(1.2) α1 ∈ Σ, x α1 �� .

� (K5) `KL
α1→∀xα1, Σ `KL

α1→∀xα1.

Σ`KL
α1, : Σ `KL

∀xα1.



(2) i < k , (∗) , i = k (∗) .

(2.1) αk αk ∈ Σ, (1) .

(2.2) αk � αl, αj(1 ≤ l,j < k) (M) ,

αj = αl→αk.

� Σ `KL
∀xαl, Σ `KL

∀xαj, :

Σ `KL
∀x(αl→αk).

� `KL
∀x(αl→αk)→ (∀xαl→∀xαk) (K6).

: Σ `KL
∀x(αl→αk)→ (∀xαl→∀xαk)

� (2) Σ `KL
∀xαl→∀xαk, Σ `KL

∀xαk.

, Σ `KL
∀xαn, : Σ `KL

∀xα.



17

x β �� ,

{∀x(α→β), ¬β} ` ∀x¬α

� � �

(1) ∀x(α→β) ( )

(2) ∀x(α→β)→(α→β) (K4)

(3) α→β (M)

(4) (α→β)→(¬β→¬α) ( )

(5) ¬β→¬α (M)

(6) ¬β ( )

(7) ¬α (M)

(8) ∀x¬α ( (4))
22



KL

Σ, α `KL
β Σ `KL

α→β.

P ,

”P ” ”KL ” .

23



15

: {α→∀xβ, α} ` β

:

(1) α→∀xβ ( )

(2) α ( )

(3) ∀xβ (M)

(4) ∀xβ→β (K4)

(5) β (M)

� : {α→∀xβ} ` α→β .

� (4) : {α→∀xβ) ` ∀x(α→β)

( : x α→∀xβ �� )

� : ` (α→∀xβ)→∀x(α→β) .
24



19

x β �� ,

`KL
∀x(α→β)→(∃xα→β)

:

� 17 {∀x(α→β), ¬β} ` ∀x¬α.

{∀x(α→β)} ` ¬β→∀x¬α.

` (¬β→∀x¬α)→(¬∀x¬α→β)

{∀x(α→β)} ` (¬β→∀x¬α)→(¬∀x¬α→β)

� (1) {∀x(α→β)} ` ¬∀x¬α→ β.

{∀x(α→β)} ` ∃xα→ β.

` ∀x(α→β)→(∃xα→β)
25



p.560(p.185)

20. (1), (3), (5)

21. (2), (4)

26
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27 §5

KL NL
� � �

� �� �� � 	 �
 � �� 
 � �� �



� � : Σ `KL
α iff Σ `NL

α.

� :

• Σ `KL
α =⇒ Σ `NL

α.

1: α �
• Σ `NL

α =⇒ Σ `KL
α.

1



γ KL

� , KL

�

Σ, Σ `NL
γ.

: γ .

(1) γ (K1)–(K6) � .

(1.1) γ (K1)–(K3) , � 3.1 ;

(1.2) γ (K4) :

� (∀−): ∀xα `NL
α(x/t) ( t x α � � ).

� (→ +): ∅ `NL
∀xα→α(x/t).

� Σ , Σ `NL
∀xα→α(x/t).

2



( )

(1.3) γ (K5) :

� (∀+): α `NL
∀xα ( x α � � ).

Σ `NL
α→∀xα .

(1.4) γ (K6) :

� 6 : Σ `NL
∀x(α→β)→ (∀xα→∀xβ).

(2) γ ∀xγ′ , γ′
KL

� .

� : ∅ `NL
γ′.

� (∀+) : ∅ `NL
∀xγ′.

: Σ `NL
∀xγ′.

3



KL“ ⊆ ”NL

Σ, α . Σ `KL
α,

Σ `NL
α.

:

� Σ `KL
α, KL � Σ α

α1, α2, · · · , αn (= α)

� i (1 ≤ i ≤ n), Σ `NL
αi (∗)

i �

(1) i = 1 , α1 KL α1 ∈ Σ.

(1.1) α1 KL , � : Σ `NL
α1.

(1.2) α1 ∈ Σ, � (∈) : Σ `NL
α1.

4



KL“ ⊆ ”NL( )

(2) (∗) i < k � i (k > 1),

i = k (∗) �

(2.1) αk ∈ Σ αk KL , (1) .

(2.2) αk � αj, αl (1 ≤ j, l < k) (M) ,

αj αl→αk.

� � Σ `NL
αj, Σ `NL

αl.

: Σ `NL
αl→αk, Σ `NL

αl.

� (→ −) : Σ `NL
αk.

, (∗) �

Σ `NL
αn. � Σ `NL

α.

5



KL” ⊇ ”NL

Σ, α NL , Σ `NL

α, Σ `KL
α.

:

� Σ `NL
α, NL :

Σ1 ` α1, Σ2 ` α2, · · · , Σn ` αn

� Σn = Σ, αn = α .

� i (1 ≤ i ≤ n), Σi `KL
αi (∗∗)

i �

6



(1) i = 1 , Σ1 ` α1 � (∈) , α1 ∈

Σ1, Σ `KL
α1 .

(2) (∗∗) i < k i , (∗∗) i =

k .

(2.1) Σk ` αk (∈) � (¬−) � (∨−) � (∨+) �

(∧−) � (∧+) � (→ −) � (→ +) � (↔ −) (↔

+) , 2.15 .

(2.2) Σk ` αk Σi ` αi (1 ≤ i <

k) (+) , : Σk = Σi ∪ {γ}, αk = αi �

� � Σi `KL
αi, Σk `KL

αi,

Σk `KL
αk.



(2.3) Σk ` αk Σi ` αi (∀−) ,

: Σk = Σi, αi = ∀xβ, αk = β(x/t),

: t NL , t x β � � . � :

Σi `KL
αi, : Σk `KL

∀xβ. � (K4) :

`KL
∀xβ → β(x/t), Σk `KL

∀xβ → β(x/t),

Σk `KL
β(x/t), : Σk `KL

αk .

(2.4) Σk ` αk Σi ` αi (∀+) ,

: Σk = Σi, αk = ∀xαi, :

x Σi � � . � :

Σi `KL
αi . � (4) : Σi `KL

∀xαi, :

Σk `KL
αk .



(2.5) Σk ` αk Σi ` αi (¬−) , :

Σi = Γ ∪ {γ}, Σk = Γ ∪ {∃xγ}, αk = αi,

: Γ NL

� , x Γ ∪ {αi}� � � . � : Σi `KL
αi,

: Γ ∪ {γ} `KL
αi. � : Γ `KL

γ→

αi. � x Γ � � , Γ `KL

γ→ αi. x αi � � , � 3.19 :

`KL
∀x(γ→αi)→ (∃xγ→αi), Γ `KL

∀x(γ→

αi)→ (∃xγ→αi), Γ `KL
∃xγ→αi. �

: Γ ∪ {∃xγ} `KL
αi, : Σk `KL

αk.



(2.6) Σk ` αk Σi ` αi (∃+) , :

Σk = Σi, αi = β(x/t), αk = ∃xβ, :

NL x β � � . �

: Σi `KL
β(x/t). � 3.14 : Σi `KL

β(x/t)→∃xβ, Σi `KL
∃xβ, Σk `KL

αk.

, (∗∗) .



KL NL

NL (KL) Σ α,

Σ `KL
α Σ `NL

α .

7
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SSSNNNJJJ���

• )ºÚ��

• �Úúª��

• úª���åC��Ã'5

• O�½n

1



)))ºººÚÚÚDDD���

• D�´é��úªDýb�¶
• �d§k��Ñúª¥z�ÎÒ�¹Â¶
• e�ÎÒäk�½�¹Âµ
– é(c¶

– þc"

• e�ÎÒI��½¹Âµ
– �NC�¶ ))��

– �N~�!¢cÎÒ!¼êÎÒ" )))º

2



)))ººº£££I¤¤¤

��Ü6ÎÒ8L = {Fi}i∈I∪{fj}j∈J∪{ck}k∈K§
L�)ºI´Xe�o�|:〈

D, {Fi}i∈I, {fj}j∈J , {ck}k∈K
〉

• D´����8Ü, ¡�I�Ø�½�N�.

• éL¥z�¢cÎÒFi, �Ù�n��(i ∈ I),
Fi´Dþ���n�'X, =

Fi ⊆ Dn,

¡Fi�Fi3I¥�)º;

3



)))ººº£££II¤¤¤

• éL¥�z�¼êÎÒfj, �Ù�m��(j ∈ J),
fj´Dþ���m�¼ê, =

fj : Dm −→ D

´��N�, ¡fj�fj3I¥�)º;

• éL¥�z��N~�ÎÒCk (k ∈ K),

ck´D¥����, =

ck ∈ D,

¡ck�ck3I¥�)º.

4



������

�I´L���)º, D�I�Ø�.

• L3I¥�����´�Xe�¼ê

σ : {x0, x1, x2, · · · } → D

• d�,σ(xi) ∈ D¡�xi3��σe��(i ∈ N).

5



������σ(xi/a)

• �σ´L3)ºI¥�����, xi´��NC�,

a ∈ D, ½ÂL3)ºI¥���#��τXeµ

τ(xj) =


a j = i

σ(xj) j 6= i

• τ�´òσéxi����U�a (ÃØxi3σe�5

´Û�), éÙ{xj (j 6= i, j ∈ N)����U
C.

• τ¡�σ���xi–��, P�σ(xi/a).

6



)))ººº���~~~(~~~27.20)(I)

�L = {F2, f11 , f
2
2 , f

2
3 , c}. L�±kXe)º:

I1 =
〈
N, {F2}, {f11 , f22 , f23}, {c}

〉
,

Ù¥:

• N�g,ê8;

• F2�Nþ���'X, =:

F2 = {< n, n > | n ∈ N}

• f11�Nþ��U¼ê, =: f11 : N→ N
f11(n) = n+1 (?n ∈ N)

7



)))ººº���~~~(~~~27.20)(II)

• f22�Nþ�\{¼ê, =: f22 : N2→ N,
f22(< m,n >) = m+ n (?m, n ∈ N)

• f23�Nþ�¦{¼ê, =: f23 : N2→ N,
f23(< m,n >) = m · n (?m, n ∈ N)

• c�N¥���0.

8



)))ººº���~~~(III)

L = {F2, f11 , f
2
2 , f

2
3 , c} ��±kXe)º:

I2 =
〈
Q, {F2}, {f11 , f22 , f23}, {c}

〉
,

Ù¥:
• Q�knê8;

• F2�Qþ���'X;

• f11�Qþ��U¼ê; =: f11 : Q→ Q
f11(n) = n+1 (?n ∈ Q)

• f22�f23©O�Qþ�\{�¦{¼ê;

• cE�Q¥���0.

9



���������

�σ´L3I¥�����. Xe8B½ÂL��t3I¥

σe��tσI ({P�tσ):

• �t��NC�ÎÒxi (i ∈ N)�, (xi)
σ
I = σ(xi).

• �t��N~�ÎÒck�,(ck)
σ
I = c .

• �t�fm(t1, t2, · · · , tm)�,

tσI = fm((t1)
σ
I , (t2)

σ
I , ..., (tm)σI ).

10



¦¦¦������������~~~fff

σ´L3I1¥�Xe��: σ(xi) = i (?i ∈ N), K:
xσi = σ(xi) = i(i ∈ N)
cσ = c = 0(
f11(x1)

)σ = f11(x
σ
1) = f11(1) = 1+ 1 = 2 ∈ N(

f22(x1, x2)
)σ = f22(x

σ
1, x

σ
1) = xσ1 + xσ2 = 3(

f23(x1, x2)
)σ = f32(x

σ
1, x

σ
1) = xσ1 · xσ2 = 2(

f11(f
2
2(x1, x4))

)σ = f11

((
f22(x1, x4)

)σ)

= f11
(
f22(x

σ
1, x

σ
4)

)
= (xσ1 + xσ4) + 1

= 1+ 4+ 1 = 6

11



������������������{{{üüü555���

�σ´L3I¥�����, Ké?¿�t, tσ ∈ D

(Ù¥D´I�Ø�).

y²µét8By².

12



úúúªªª������(I)

�σ´NL3)ºI¥�����, Xe8B½Â ”L�

úªα3I¥�σ÷v0:

• �α´�fúªFn(t1, t2, · · · , tn)�, α3I¥
�σ÷v��=� Fn(tσ1, t

σ
2, · · · , tσn)¤á, =

��=� < tσ1, t
σ
2, · · · , tσn >∈ Fn.

• �α�(¬β)�, α3I¥�σ÷v��=�β3I¥
Ø�σ÷v.

• �α�(α1 → α2)�, α3I¥�σ÷v��=�
α13I¥Ø�σ÷v½öα23I¥ �σ÷v.

13



úúúªªª������(II)

• · · ·

• �α�(∃xi)β�, α3I¥�σ÷v��=��3a ∈
DI, β3I¥ÑU�σ(xi/a)÷v.

• �α�(∀xi)β�, α3I¥�σ÷v��=� éz

�a ∈ DI, β3I¥ÑU�σ(xi/a)÷v.

14



I |σ α

òα3I¥�σ÷vP�I |σ α, ÄKP�I |σ/ α. K
(1) I |σ Fn(t1, ..., tn)⇐⇒ < tσ1, ..., t

σ
n >∈ Fn;

(2) I |σ ¬β⇐⇒ I |σ/ β;
(3) I |σ α1→α2 ⇐⇒eI |σ α1, KI |σ α2;

(4) I |σ (∀xi)β⇐⇒é?¿a ∈ D, I |σ(xi/a) β;
(5) I |σ α ∨ β⇐⇒ I |σ α½I |σ β;

(6) I |σ α ∨ β⇐⇒ I |σ α
�I |σ β;

(7) I |σ α↔β⇐⇒ I |σ α�¿�^��I |σ β;

(8) I |σ (∃xi)β⇐⇒�3a ∈ D, ¦�I |σ(xi/a) β.
15



÷÷÷vvv���~~~fff(I)

�L = {F2}. I =< N, {R}, ∅, ∅ >´L���)º, Ù

¥R = {< a, a > |a ∈ N}. a1, a2, · · · , an, · · ·�
D¥���S�, ÷v:a0 = a1 = a2 6= a3.

σ´L3I¥�Xe��µσ(xi) = ai (?i ∈ N).
�α�L¥e�úª�, I |σ α¤á�Äº

(1) F2(x1, x2);
(2) F2(x2, x3);
(3) F2(x1, x2)→F2(x2, x3);
(4) ∀x1F2(x1, x2);
(5) ∀x1∃x2F (x1, x2) .

16



÷÷÷vvv���~~~fff(II)

�:

(1)

I |σ F2(x1, x2)

��=�< xσ1, x
σ
2 >∈ F2

��=�< a1, a2 >∈ R.

dua1 = a2, �< a1, a2 >∈ R,

l
I |σ F2(x1, x2).

17



(2)

I |σ F2(x2, x3)

��=�< xσ2, x
σ
3 >∈ F2,

��=�< a2, a3 >∈ R.

dua2 6= a3, �< a2, a3 >6∈ R,

l
I |σ/ F2(x2, x3).

(3)

I |σ F2(x1, x2)→F2(x2, x3)

��=�I |σ/ F2(x1, x2)½I |σ F2(x2, x3).

d(1)(2)�: I |σ/ F2(x1, x2)→F2(x2, x3).



(4)

I |σ ∀x1F2(x1, x2)

��=�é?¿a ∈ D, I |σ(x1/a) F
2(x1, x2).

��=�é?¿a∈D, <x
σ(x1/a)
1 , x

σ(x1/a)
2 >∈ F2.

��=�é?¿a ∈ D, < a, a2 >∈ R.

�a3 ∈ D, < a3, a2 >6∈ R.

l
I |σ/ ∀x1F2(x1, x2).



(5)

I |σ ∀x1∃x2F2(x1, x2).

��=�é?¿a ∈ D, I |σ(x1/a) ∃x2F
2(x1, x2)

��=�é?¿a ∈ D, �3b ∈ D, ¦�

I |σ(x1/a)(x2/b) F
2(x1, x2).

��=�é?¿a∈D, �3b∈D, ¦� <a, b>∈ R.

����^�´¤á�, Ï����b = a=�.

�I |σ ∀x1∃x2F2(x1, x2).



~~~27.22

�L�I1X~27.20, σ�L3I1¥�?����. ¯

σ3I1¥´Ä÷ve¡�úªβ?

∀x1∀x2
((
∃x3F2(f23(x1, x3), x2)∧
∃x4F2(f23(x2, x4), x1)

)
→ F2(x1, x2)

)
���:

I1 |σ β

⇔ é?¿m1 ∈ N,

18



I1 |σ(x1/m1)
∀x2

((
∃x3F2(f23(x1, x3), x2)∧
∃x4F2(f23(x2, x4), x1)

)
→ F2(x1, x2)

)
⇔ é?¿�m1 ∈ N, m2 ∈ N,

I1 |σ(x1/m1)(x2/m2)

((
∃x3F2(f23(x1, x3), x2)∧
∃x4F2(f23(x2, x4), x1)

)
→ F2(x1, x2)

)
⇔ é?¿m1,m2 ∈ N,
eI1 |σ(x1/m1)(x2/m2)
∃x3F2(f23(x1, x3), x2)∧∃x4F2(f23(x2, x4), x1),

KI1 |σ(x1/m1)(x2/m2)
F2(x1, x2).



⇔ é?¿m1,m2 ∈ N,
eI1 |σ(x1/m1)(x2/m2)

∃x3F2(f23(x1, x3), x2),

�I1 |σ(x1/m1)(x2/m2)
∃x4F2(f23(x2, x4), x1),

KI1 |σ(x1/m1)(x2/m2)
F2(x1, x2).

⇔ é?¿m1,m2 ∈ N,
e�3m3 ∈ N¦�

I1 |σ(x1/m1)(x2/m2)(x3/m3)
F2(f23(x1, x3), x2),

��3m4 ∈ N¦�
I1 |σ(x1/m1)(x2/m2)(x4/m4)

F2(f23(x2, x4), x1),

KI1 |σ(x1/m1)(x2/m2)
F2(x1, x2).



⇔ é?¿m1,m2 ∈ N,
e�3m3 ∈ N¦�m1 ·m3 = m2,

��3m4 ∈ N¦�m2 ·m4 = m1,

Km1 = m2.

⇔ é?¿m1,m2 ∈ N, em1|m2, �m2|m1,

Km1 = m2.

l
I1 |σ β .



aaaqqq///, éL3I2¥�?����σ,

I2 |σ β ⇔ é?¿m1, m2 ∈ Q,

e�3m3 ∈ Q¦�m1 ·m3 = m2,

��3m4 ∈ Q¦�m2 ·m4 = m1,

Km1 = m2.

l
I2 |σ/ β



������ååå���ÃÃÃ'''555£££½½½nnn27.13¤¤¤

�σ1, σ2´L3Ù,�)ºI¥�ü���, t(v1, ..., vn)

´L����, Ù¥: v1, v2, · · · , vn´ L��NC

�ÎÒ, t(v1, v2, · · · , vn)¥Ñy��NC�ÎÒ
Ñ3 v1, v2, · · · , vn¥. eé?¿i : 1 ≤ i ≤ n,

σ1(vi) = σ2(vi), Kt
σ1 = tσ2.

yyy: ét�E,58By², =ét¥¤¹�¼êC�

ÎÒ��êd?18By².

(1) �d = 0�, t��NC�ÎÒ½�N~�ÎÒ.

(1.1)et��NC�ÎÒ,Kt7�v1, v2, · · · , vn¥
�,��, Ø�� t = vi (,i : 1 ≤ i ≤ n), K:

19



tσ1 = v
σ1
i = σ1(vi) = σ2(vi) = v

σ2
i = tσ2

(1.2) et��NC�ÎÒc�, K:

tσ1 = cσ1 = c = cσ2 = tσ2.

(2) b�d<l�·K¤á, �	d= l��/(l>0).

�t¥¹kl�¼êC�ÎÒ, t = fm(t1, t2, · · · , tm),

Ù¥: fm´ L¥���m�¼êC�ÎÒ, t1, ..., tm´

L��. d8Bb��:

t
σ1
1 = t

σ2
1 , t

σ1
2 = t

σ2
2 , · · · , t

σ1
m = t

σ2
m ,

l
 tσ1 = fm(tσ11 , t
σ1
2 , · · · , tσ1m )

= fm(tσ21 , t
σ2
2 , · · · , tσ2m )

= tσ2.

8By�, ·K¤á.



úúúªªª������åååCCC������ÃÃÃ'''555(½½½nnn27.14)

�σ1, σ2´L3Ù,�)ºI¥�ü���, v1, ..., vn
´L��NC�ÎÒ, α(v1, v2, · · · , vn)´L��

�úª, ÙgdC�ÎÒÑ3v1, v2, · · · , vn¥, e

é?¿i : 1 ≤ i ≤ n, σ1(vi) = σ2(vi), K

I |σ1 α��=�I |σ2 α

yyy: éα��EE,5?18By²§=éúªα¥

¤¹�é(c�þc��êd?18By².

(1) �d = 0�, α��fúª, �α�Fn(t1, ..., tn),

duα¥vkþc, K3ti¥Ñy�z��NC�Î

ÒÑ´α�gdC�(1 ≤ i ≤ n), l
3ti¥Ñy�

z��NC�ÎÒ3σ1�σ2e�������, d
20



��å�Ã'5�:

é?¿i : 1 ≤ i ≤ n, t
σ1
i = t

σ2
i .

l


I |σ1 α ��=� I |σ1 Fn(t1, t2, · · · , tn),
��=� < t

σ1
1 , t

σ1
2 , · · · , tσ1n >∈ Fn,

��=� < t
σ2
1 , t

σ2
2 , · · · , tσ2n >∈ Fn,

��=� I |σ2 Fn(t1, t2, · · · , tn),
��=� I |σ1 α.

(2) b�d<l�·K¤á, �	d= l��/(l≥1).

(2.1) �α�(¬β)�, d8Bb��:

I |σ1 β��=�I |σ2 β.

l




I |σ1 α ��=�I |σ1 ¬β ��=�I |σ1/ β
��=�I |σ2/ β ��=�I |σ2 ¬β
��=�I |σ2 α.

(2.2) �α�(α1→α2)�, d8Bb��:

I |σ1 αi��=�I |σ2 αi, i = 1,2

l


I |σ1 α ��=�I |σ1 α1→α2

��=�I |σ1/ α1½I |σ1 α2

��=�I |σ2/ α1½I |σ2 α2

��=�I |σ2 α1→α2

��=�I |σ2 α.



(2.3) �α�(∀v0)β�, Ù¥v0�L����NC�
ÎÒ. duα�gdC�ÎÒÑ3v1, v2, · · · , vn¥,

�β�gdC�ÎÒÑ3v0, v1, v2, · · · , vn¥.

Ï�é?¿�i(0≤ i≤n), σ1(v0/a)(vi)=σ2(v0/a)(vi).

d8Bb��:

I |σ1(v0/a) β��=� I |σ2(v0/a) β,
l
I |σ1 α ��=�I |σ1 ∀v0β,

��=�é?¿a ∈ D, I |σ1(v0/a) β,

��=�é?¿a ∈ D, I |σ2(v0/a) β,
��=�I |σ2 ∀v0β, =I |σ2 α.

8By�, ·K¤á.



½½½nnn27.14������***¹¹¹ÂÂÂ

½n27.14´`: éúªα(v1, v2, · · · , vn)5`,

I |σ α¤á�Ä��σéα�gdC� v1, ..., vn�

���k', �σéÙ§�NC�����Ã', =

�σéÙgdC�����Ã'§�¡úª��åC

��Ã'5.

21



������OOO���½½½nnn

�s, xiÚt©O´L¥��!�NC�ÎÒÚ�. s′´
òs¥¤kxi��t¤���. σ�L3Ù,�)ºI¥

�����, σ′ = σ(xi/t
σ). Ksσ

′
= (s′)σ.

sσ
′
: · · · σ′(xi) · · · · · · σ′(xi) · · ·

↓ ↓
s : ( · · · xi · · · · · · xi · · · )
s′ : ( · · · t · · · · · · t · · · )

↑ ↑
(s′)σ : · · · tσ · · · · · · tσ · · ·

22



yyy: és�E,58By².

(1) �s��NC�ÎÒ�.

(1.1) es�xi, Ks
′�t, l


sσ
′
= σ′(xi) = tσ = (s′)σ.

(1.2) es��NC�ÎÒxj (j 6= i), Ks′��xj,

l
 sσ
′
= σ′(xj) = σ(xj) = (s′)σ.

(1.3)es��NC~�ÎÒc, Ks′��c, l
 sσ
′
= c = (s′)σ.



(2) es´/Xfm(s1, s2, · · · , sm)��, ±s′jP
òsj¥¤kxi��t���� (?j : 1 ≤ j ≤ m).

K: s′ = fm(s′1, s
′
2, · · · , s′m). d8Bb��µ

sσ
′
j = (s′j)

σ (1 ≤ j ≤ m).

l
:

sσ
′
= fm(sσ

′
1 , s

σ′
2 , · · · , sσ

′
m)

= fm
(
(s′1)

σ, (s′2)
σ, · · · , (s′m)σ

)
= (s′1)

σ.

8By., (∗)¤á.



úúúªªª���OOO���½½½nnn

�α, xiÚt©O´L¥�úª!�NC�ÎÒÚ�,

téxi3α¥gd. σ�L3Ù,�)ºI¥ ����

�, σ′ = σ(xi/t
σ), α′ = α(xi/t). K

I |σ α′��=�I |σ′ α.

I |σ′ α :· · · σ′(xi) · · · (Ã') · · · σ′(xi) · · ·
↓ (gd) ↓ (�å) ↓ (gd)

α : (· · · xi · · · xi · · · xi · · ·)
α′ : (· · · t · · · xi · · · t · · ·)

↑ ↑ ↑
I |σ α′ :· · · tσ · · · (Ã') · · · tσ · · ·

yyy: eéα8By²: éL3I¥�?¿��σ,
23



I |σ α′��=� I |σ′ α. (∗)

(1) �α´�fúªFn(s1, s2, · · · , sn)�, ±s′jP
òsj¥¤kxi��t����(?j : 1 ≤ j ≤ n).

Kα(xi/t) = Fn(s′1, s
′
2, · · · , s′n). d��å�

Ã'5�µ

sσ
′
j = (s′j)

σ (?j :1 ≤ j ≤ n).
l


I |σ′ α⇔<s
σ′
1 , s

σ′
2 , · · · , sσ

′
n> ∈ Fn

⇔<(s′1)σ, (s′2)σ, · · · , (s′n)σ> ∈ Fn
⇔ I |σ Fn(s′1, s

′
2, · · · , s′n)

⇔ I |σ α(xi/t).



(2)�α�¬β�, α(xi/t)�(¬β)(xi/t), =¬(β(xi/t)).
d8Bb��: I |σ′ β��=�I |σ β(xi/t).

�I |σ′ ¬β��=�I |σ ¬β(xi/t),

=I |σ′ α��=�I |σ α(xi/t).

(3)�α�α1→α2�, α(xi/t)� α1(xi/t)→α2(xi/t).

éα1Úα2¦^8Bb�´y(∗)¤á.

(4) �α�(∀xj)β�.

(4.1) ei=j,Kα¥¤kxiÑ´�åÑy, �α′=α.

duσ�σ′éØ´xi��NC������Ó, dú

ª��åC�Ã'5�µ

I |σ α(xi/t) ⇔ I |σ α ⇔ I |σ′ α.



(4.2) ei 6= j, K: α(xi/t)�(∀xj)β(xi/t). d

utéxi3α¥gd, �xiØ3α¥gdÑy½öxjØ

3 t¥Ñy.

(4.2.1) exiØ3α¥gdÑy, �(4.1)�y(∗)¤
á.

(4.2.2) exjØ3t¥Ñy, d��å��Ã'5�:

é?¿a ∈ D, tσ(xj/a) = tσ.

l


I |σ α(xi/t) ⇔I |σ (∀xj)β(xi/t),

⇔é?¿a ∈ D, I |σ(xj/a) β(xi/t).

⇔é?¿a ∈ D, I |σ′′ β(xi/t), σ′′ = σ(xj/a),



⇔é?¿a ∈ D, I |
σ′′(xi/tσ

′′
) β, (8Bb�)

⇔é?¿a ∈ D, I |σ′′(xi/tσ) β,

⇔é?¿a ∈ D, I |σ(xj/a)(xi/tσ) β.

⇔: é?¿a ∈ D, I |σ(xi/tσ)(xj/a) β,
(σ(xj/a)(xi/t

σ) = σ(xi/t
σ)(xj/a))

⇔I |σ(xi/tσ) (∀xj)β,

⇔I |σ(xi/tσ) α.

8By�, (∗)¤á.



��� ���
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SSSNNNJJJ���

• úª3�½)ºe¤ý

• [ýª9Ù{ü5�

• ·K[ýª�¢c[ýª�'X

• 4úª�[ý(b)5

1



���ééé���...���ýýýbbb

• I |σ α½Â
α�éIÚσ�ýb¶

• I |σ α�L«α3,«§Ýþ�ý.

• No½Â[ýªº
• k½Âα�éI�ý(b)

2



úúúªªª333)))ººº¥¥¥���ýýý(I)

�α�L���úª, I�L���)º,

• eéL3I¥�z���σÑk I |σ α, K¡α3I¥
ý, P�I |= α, d��¡I�α����..

• eéL3I¥�z���σÑk I |σ/ α, K¡α3I¥
b.

3



úúúªªª333)))ººº¥¥¥���ýýý(II¤¤¤

• ”α3I¥b”¿ÃPÒ

• I 6|= αL«/α3I¥ý0Ø¤á§d�¡α3I¥

Øý.

• 5¿I 6|= α�α3I¥b�«O. (Ø÷val���

�êØÓ¤

• L¥�Ukúªα�,�)º¥QØý�Øb.

4



{{{üüü555���(I)

�α, β´L�úª, I´L ���)º, K

(1) α3I¥ý⇔ ¬α3I¥b ⇔ ¬¬α3I¥ý.

(2) α3I¥b⇔ ¬α3I¥ý ⇔ ¬¬α3I¥b.

(3) α→β3I¥b ⇔ α3I¥ý�β3I¥b.

ggg���KKK:

/α→ β3I¥ý⇔ α3I¥b½β3I¥ý0´Ä¤

á?

5



{{{üüü555���(II)

(1) eI |= α, �I |= α→β, KI |= β.

(2) I |= α��=�I |= (∀x)α.
yyy: (1) ´y§Ñ.

(2)(⇒) �I |= α. �yI |= (∀x)α, ��y:

éL3I¥�?����σ, I |σ (∀x)α. ��y:

éL3I¥�?����σ, ?¿a ∈ D, I |σ(x/a) α.
5¿I |= α=�.

(2)(⇐) �I |= ∀xα, eyI |= α. éL3I¥�

?����σ, ÏI |σ (∀x)α, �é?¿a ∈ D,

I |σ(x/a) α. AO/, �a0 = σ(x) ∈ D, K

I |σ(x/a0) α. 
σ(x/a0) = σ, �I |σ α.
6



[[[ýýý(bbb)ªªª

�α�L���úª.

(1) ¡α´[ýª, eα3L�?��)º¥Ñ�ý,

P�|= α;

(2) ¡α�gñª½[bª, eα3L�?�)º¥Ñ

�b.

555: [bªE,vkPÒ"

7



{{{üüü555���(I)

(1) |= α ��=�: é?�)ºI9?� ��σ,

I |σ α.

(2) α´[bª ��=�: é?�)ºI¥9?�

��σ, I |σ/ α.

8



{{{üüü555���(II)

(1) α[ý ⇐⇒ ¬α[b;

(1’) α[b ⇐⇒ ¬α[ý);

(2) α→β[b ⇐⇒ α[ý�β[b;

(3) e|= α�|= α→β, K|= β;

(4) |= α ⇐⇒ |= (∀xi)α.

9



{{{üüü555���(III)

• �α�N¥úª, ò3α¥Ñy�¤k·KC�

p0, p1, · · · , pnÓ�©O��L �úª α0, α1,

· · · , αn, ���L¥úªβ¡�α3L ¥����

\¢~.

• eα′´P¥���­óª, Kα′3NL¥� ?��
�\¢~α´[ýª.

10



{{{üüü555���(III)���yyy²²²

yyy: �α′¥Ñy�·KC�Ñ3p0, p1, p2, · · · , pk¥,

α´òα′¥¤kpiÑO��NL¥úªαi���úª
(0≤ i≤k). �yα´[ýª, ��y: éL�?��

)ºI9L3I¥�?����σ, I |σ α. éu?�

½�IÚσ,�EP����� vXe:

v : {p0, p1, · · · , pn, · · · } −→ {0, 1}

v(pi) =


1 e0 ≤ i ≤ k�I |σ αi

0 e0 ≤ i ≤ k�I |σ/ αi
0 i > k

11



±eéα′�E,58By²:

I |σ α��=�v(α′) = 1 (∗)
(1) �α′�·KC�ÎÒpi (,i : 0 ≤ i ≤ k)�,

Kα�αi, l


v(α′) = 1⇔ v(pi) = 1⇔ I |σ αi ⇔I |σ α.

(2)�α′´¬β′�, �β�òβ′¥ p0, p1, p2, · · · , pk©
OO��α0, α1, α2, · · · , αk���NL ¥�úª,

Kα�¬β. d8Bb��:

I |σ β��=�v(β′) = 1.

l


I |σ α ⇐⇒ I |σ ¬β ⇐⇒ I |σ/ β ⇐⇒ v(β′) = 0

⇐⇒v(¬β′) = 1⇐⇒v(α′) = 1.



(3) �α′�α′1→α′2�, �(2)�y.

8By�, (∗)¤á.

l
, duα′�P�­óª, �v(α′) = 1, ¤±,

I |σ α.

dIÚσ�?¿5�µ|= α.



444úúúªªª���ýýýbbb���

�α´4úª. eαØ´[ýª§Kα½�[bª; �

�½,.

y²µ|^úª�gdC��Ã'5�y.

12
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• º

• [ýª9Ù{ü5�

• ·K[ýª�¢c[ýª�'X

• 4úª�[ý(b)5

1



úúúªªª888���÷÷÷vvv

�Σ´L���úª8, I´L��)º. σ´L3I¥

�����, eé?¿α ∈ Σ, ÑkI |σ α, K

¡σ3I¥÷vΣ, P�I |σ Σ

2



���ÂÂÂíííØØØ

�Σ, α©O�L¥�úª8�úª. eéL�?�)

ºI9L3I¥�?���σ, �I |σ Σ�, ÒkI |σ α,

K¡α�Σ��� �ÂíØ, P�Σ |= α.

3



NL���������555

�Σ, α©O´L¥�úª8�úª.

(1) eΣ `NL α, KΣ |= α.

(2) e`NL α, K|= α.

yyy: (2)�d(1)áy. e¡�y(1).

ÏΣ `NL α, �3NL¥�3cJ ΣeíÑα�y²

S�:

Σ1 ` α1,Σ2 ` α2, · · · ,Σn ` αn (Σn=Σ, αn=α)

ey: é?¿i : 1 ≤ i ≤ n, Σi |= αi (∗)
(1) �i = 1�, Σ1 ` α1´d(∈)���, =α1 ∈
Σ1. �Σ1 |=α1.

4



(2) �(∗)é< k�¤ki¤á, ey�i = k��¤

á.

(2.1) eΣk ` αk´d(∈)���, Kαk ∈ Σk. l


Σk |=αk.

(2.2) eΣk ` αk´d(¬−)���. d8Bb��,

Σk,¬αk |= β�Σk,¬αk |= ¬β.

�I |σ Σk. eI |σ/ αk, KI |σ ¬αk. �I |σ Σk ∪
{¬α}. l
I |σ β�I |σ ¬β, gñ. �I |σ αk.

...



(2.3)eΣk ` αk´d(∀−)���, Kαkäk/ª

β(x/t), Ù¥téx3β¥gd. d8Bb��Σk |=
∀xβ.

�I |σ Σk, KI |σ ∀xβ. l
é?¿a ∈ D,

I |σ(x/a) β. AO/, I |σ(x/tσ) β. d½n3.15�:

I |σ β(x/t).



(2.4)eΣk ` αk´d(∀+)���, Kαkäk/ª

∀xβ, Ù¥xØ3ΣK�?Ûúª¥gdÑy. d8B

b��Σk |= β.

�I |σ Σk. �yI |σ ∀xβ, ��y: é?¿a ∈ D,

I |σ(x/a) β. duxØ3Σk�?Ûúª¥gdÑy,

d½n3.14�: I |σ(x/a) Σk. qduΣk |= β,

�I |σ(x/a) β.



(2.5)eΣk ` αk´d(∃−)���, KΣk äk/

ªΓ ∪ {∃xβ}, �xØ3Γ ∪ {αk}�?Ûúª¥gd
Ñy. d8Bb��Γ, β |= αk.

�I |σ Σk. KI |σ Γ �I |σ ∃xβ. l
�3a ∈
D¦� I |σ(x/a) β. duxØ3Γ�?Ûúª¥g

dÑy, �I |σ(x/a) Γ. ÏdI |σ(x/a) αk. qd

u�xØ3αk¥gdÑy. �I |σ αk.



(2.6)eΣk ` αk´d(∃+)���, Kαkäk/ª

∃xβ. d8Bb��Σk |= β(x/t). Ù¥téx3β¥

gd.

�I |σ Σk, KI |σ β(x/t).

dO�½n�: I |σ(x/tσ) β. -a = tσ, KI |σ(x/a) β.

�I |σ ∃xβ

8By..



NL���ÚÚÚ���555

é?Û�Ü6ÎÒ8L, NL´Ú��, =: L¥Ø�

3úªα¦� `NL
α�`NL

¬α.

yyy: eØ,, �3L¥úªα¦�`NL
α �`NL

¬α,

K: |= α, �|= ¬α. ?�½L���)ºI9L3I¥

�����α, KI |σ α, �I |σ ¬α, gñ.

5



NL���������555

é?Û�Ü6ÎÒ8L, NL´���, =:

(1) eΣ |= α, KΣ `NL α.

(2) e|= α, K`NL α.

T½n�y²kü«�{µx���²;�{ÚHekin

�~þ�E{.

6
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䋺喪䔸䀛

䏚怔怵

堜䏁劫

䏚怔䋺喪䔸

䂽懂27.25
唗Σ喴KL䀛憘䊇䋺喪䔸,㢡Σ挳KL撥喴䏚怔䀛,呥㟘㥿挳KL撥䀛

䋺喪α,喦䀚Σ `KL α抆Σ `KL ¬α埓喞㢤䣡.

憴摹⚵∅喴挳KL撥喴䏚怔䀛.

怵撟1(䂽䡮27.25)
唗Σ喴KL撥䀛憘䊇䋺喪䔸. 呥Σ喴䞌䧷敶䀛,捋Σ䏚怔.

摹: 呥㟘听,捋㥿挳KL撥䋺喪β喦䀚: Σ `KL β,厅 Σ `KL ¬β.

扤䞌䞂怵䂽䡮䀚: Σ |= β,厅Σ |= ¬β.

扤扵Σ喴䞌䧷敶䀛,䌙㥿挳KL䀛憘䊇䘩喺I䔹 KL挳I撥䀛憘䊇撍

刀σ,喦䀚I |σ Σ. 㥬䄍I |σ β,厅I |σ ¬β, ı̀䃱.

䌙Σ䏚怔.

堜䏁劫 (㜐䚮㦌惆怦奅䞉惆䕅嗢惆挓) 䋺喪䔸䀛䏚怔怵 2 / 19



䋺喪䔸䀛

䏚怔怵

堜䏁劫

怵撟2

䂽䡮27.26(1)
Σ ∪ {α}䏚怔䀈厅䘽䀈Σ ∪ {¬¬α}䏚怔.

摹(䆇摹䅻):
(⇒)呥Σ ∪ {¬¬α}㟘䏚怔,捋㥿挳KL撥䋺喪β喦䀚

Σ ∪ {¬¬α} `KL β厅 Σ ∪ {¬¬α} `KL ¬β.

㥬䄍Σ `KL ¬¬α→β厅 Σ `KL ¬¬α→¬β.

䄍`KL α→¬¬α,嚤憱Σ `KL α→¬¬α.

䌙Σ `KL α→ β,厅Σ `KL α→ ¬β.

㥬䄍Σ ∪ {α} `KL β,厅Σ ∪ {α} `KL ¬β.

䔽Σ ∪ {α}憏㟘䏚怔, ı̀䃱. 䌙Σ ∪ {¬¬α}䏚怔.

(⇐)埓䡮䞌摹.

堜䏁劫 (㜐䚮㦌惆怦奅䞉惆䕅嗢惆挓) 䋺喪䔸䀛䏚怔怵 3 / 19



䋺喪䔸䀛

䏚怔怵

堜䏁劫

怵撟3

䂽䡮27.26(2)
唗Σ䏚怔. 呥Σ `KL α,捋Σ ∪ {α}憏䏚怔.

摹(䆇摹䅻):
呥Σ ∪ {α}㟘䏚怔,捋㥿挳KL撥䋺喪β喦䀚

Σ ∪ {α} `KL β,厅 Σ ∪ {α} `KL ¬β.

㥬䄍

Σ `KL α→β,厅 Σ `KL α→¬β.

扤扵Σ `KL α,䌙

Σ `KL β,厅Σ `KL ¬β.

䔽Σ憏㟘䏚怔, ı̀䃱. 䌙Σ ∪ {α}䏚怔.

堜䏁劫 (㜐䚮㦌惆怦奅䞉惆䕅嗢惆挓) 䋺喪䔸䀛䏚怔怵 4 / 19



䋺喪䔸䀛

䏚怔怵

堜䏁劫

怵撟4

䂽䡮27.28
(1) Σ 6`KL α䀈厅䘽䀈Σ ∪ {¬α}䏚怔;

(2) Σ 6`KL ¬α䀈厅䘽䀈Σ ∪ {α}䏚怔.

摹(1): (䆇摹䅻)
(⇐)呥㟘听,捋Σ `KL α,䌙Σ ∪ {¬α} `KL α.

扱Σ ∪ {¬α} `KL ¬α,㥬䄍Σ ∪ {¬α}㟘䏚怔, ı̀䃱. 䌙Σ `KL α.

(⇒)呥Σ ∪ {¬α}㟘䏚怔,捋㥿挳䋺喪β喦䀚

Σ ∪ {¬α} ` β,厅Σ ∪ {¬α} ` ¬β.

扤惼懌䂽䡮摿⚵ Σ ` ¬α→ β,厅Σ ` ¬α→ ¬β.

䄍 {¬α→ β,¬α→ ¬β} ` α,䌙Σ ` α. 抆坋唗ı̀䃱.

㥬䄍Σ ∪ {¬α}䏚怔.

堜䏁劫 (㜐䚮㦌惆怦奅䞉惆䕅嗢惆挓) 䋺喪䔸䀛䏚怔怵 5 / 19



䋺喪䔸䀛

䏚怔怵

堜䏁劫

怵撟4(恙)

䂽䡮27.28
(1) Σ 6`KL α䀈厅䘽䀈Σ ∪ {¬α}䏚怔;

(2) Σ 6`KL ¬α䀈厅䘽䀈Σ ∪ {α}䏚怔.

摹(2):
Σ ∪ {α}䏚怔⇐⇒ Σ ∪ {¬¬α}䏚怔⇐⇒ Σ 6`KL ¬α.

堜䏁劫 (㜐䚮㦌惆怦奅䞉惆䕅嗢惆挓) 䋺喪䔸䀛䏚怔怵 6 / 19



䋺喪䔸䀛

䏚怔怵

堜䏁劫

怵撟5

䂽䡮27.27
唗Σ喴KL撥䀛憘䊇䋺喪䔸,捋奥䤏坞䖇䀟䕤:

(1) Σ䏚怔;

(2) KL撥㥿挳䋺喪α,喦䀚Σ 6`KL α;

(3) Σ䀛ÿ䊇敦䔸䃑䏚怔;

(4) Σ䀛ÿ䊇扫妁敦䔸䃑䏚怔.

摹: (1)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (4)⇒ (1)

(1)⇒ (2)
呥㟘听,䃩KL䀛吿憿䋺喪α䃑扫Σ `KL α.

吿吒䂽KL撥䀛憘䊇䋺喪β,捋扫Σ `KL β,厅Σ `KL ¬β┢
抆Σ䀛䏚怔怵ı̀䃱. 䌙KL撥㥿挳䋺喪α,喦䀚Σ 6`KL α.

堜䏁劫 (㜐䚮㦌惆怦奅䞉惆䕅嗢惆挓) 䋺喪䔸䀛䏚怔怵 7 / 19



䋺喪䔸䀛

䏚怔怵

堜䏁劫

怵撟5(恙1)

䂽䡮27.27
唗Σ喴KL撥䀛憘䊇䋺喪䔸,捋奥䤏坞䖇䀟䕤:
(1) Σ䏚怔;
(2) KL撥㥿挳䋺喪α,喦䀚Σ 6`KL α;
(3) Σ䀛ÿ䊇敦䔸䃑䏚怔;
(4) Σ䀛ÿ䊇扫妁敦䔸䃑䏚怔.

(2)⇒ (3)
呥㟘听, Σ扫憘䊇敦䔸Σ′㟘䏚怔,捋㥿挳KL䀛䋺喪β,喦䀚

Σ′ `KL β,厅 Σ′ `KL ¬β.

䃩KL䀛吿憘䊇䋺喪α,扤扵`KL ¬β → (β→α),

㥬䄍 Σ′ `KL ¬β → (β→α). 䌙Σ′ `KL β→α,厅Σ′ `KL α. 扤

扵Σ′ ⊆ Σ,䌙Σ `KL α. 抆(2)ı̀䃱.

堜䏁劫 (㜐䚮㦌惆怦奅䞉惆䕅嗢惆挓) 䋺喪䔸䀛䏚怔怵 8 / 19



䋺喪䔸䀛

䏚怔怵

堜䏁劫

怵撟5(恙2)

䂽䡮27.27
唗Σ喴KL撥䀛憘䊇䋺喪䔸,捋奥䤏坞䖇䀟䕤:
(1) Σ䏚怔;
(2) KL撥㥿挳䋺喪α,喦䀚Σ 6`KL α;
(3) Σ䀛ÿ䊇敦䔸䃑䏚怔;
(4) Σ䀛ÿ䊇扫妁敦䔸䃑䏚怔.

(3)⇒ (4)
奷听.
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䋺喪䔸䀛

䏚怔怵

堜䏁劫

怵撟5(恙3)

䂽䡮27.27
唗Σ喴KL撥䀛憘䊇䋺喪䔸,捋奥䤏坞䖇䀟䕤:
(1) Σ䏚怔;
(2) KL撥㥿挳䋺喪α,喦䀚Σ 6`KL α;
(3) Σ䀛ÿ䊇敦䔸䃑䏚怔;
(4) Σ䀛ÿ䊇扫妁敦䔸䃑䏚怔.

(4)⇒ (1)
呥㟘听,捋㥿挳KL撥䋺喪α,喦䀚: Σ `KL α,厅 Σ `KL ¬α.

㥬䄍㥿挳Σ䀛扫妁敦䔸Σ1, Σ2喦䀚 Σ1 `KL α,厅 Σ2 `KL ¬α.

䌙Σ1 ∪ Σ2 `KL α,厅 Σ1 ∪ Σ2 `KL ¬α,䔽Σ1 ∪ Σ2㟘䏚怔.

䄍Σ1 ∪ Σ2喴Σ䀛憘䊇扫妁敦䔸,抆(4)ı̀䃱.
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䋺喪䔸䀛

䏚怔怵

堜䏁劫

怵撟5(恙4)

埭䧘

唗Σ喴KL撥䀛憘䊇䋺喪䔸,捋奥䤏坞䖇䀟䕤:
(1) Σ㟘䏚怔䀛;
(2)䃩KL撥䀛ÿ䊇(every)䋺喪α,䃑扫Σ `KL α;
(3) Σ䀛ij䊇(some)敦䔸㟘䏚怔;
(4) Σ䀛ij(some)䊇扫妁敦䔸㟘䏚怔.
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䋺喪䔸䀛

䏚怔怵

堜䏁劫

䔴㦌䏚怔䋺喪䔸

䂽懂27.26
唗Σ墏KL撥䀛憘䊇䏚怔䋺喪䔸. 呥KL撥吿憿揽㚝䎹Σ䀛䋺喪䔸

䃑㟘䏚怔,捋㢡Σ墏KL撥䀛憘䊇䔴㦌䏚怔䋺喪䔸.

䀟䕤怯喪

Σ墏KL撥䀛憘䊇䔴㦌䏚怔䋺喪䔸䀈厅䘽䀈⚵

(1) Σ䏚怔,

(2)呥Σ′喴KL撥䏚怔䋺喪䔸,厅Σ′ ⊇ Σ,捋Σ′ = Σ.
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䋺喪䔸䀛

䏚怔怵

堜䏁劫

怵撟1

䂽䡮27.29(1)
唗Σ墏KL撥䀛憘䊇䔴㦌䏚怔䋺喪䔸⚧α墏KL撥䀛憘䊇䋺喪. 捋

Σ ∪ {α}䏚怔䀈厅䘽䀈α ∈ Σ.

摹:
(⇐)呥α ∈ Σ,捋Σ ∪ {α} = Σ. 扤Σ䀛䏚怔怵摿Σ ∪ {α}喴䏚怔䀛.

(⇒)呥Σ ∪ {α}喴䏚怔䀛,䄍Σ ∪ {α} ⊇ Σ,扤Σ䀛䔴㦌䏚怔怵䞌

摿: Σ ∪ {α} = Σ,㥬䄍α ∈ Σ.
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䋺喪䔸䀛

䏚怔怵

堜䏁劫

怵撟2

䂽䡮27.29(2)
唗Σ墏KL撥䀛憘䊇䔴㦌䏚怔䋺喪䔸⚧α墏KL撥䀛憘䊇䋺喪. 捋

¬α ∈ Σ䀈厅䘽䀈α 6∈ Σ.

䔽α抆¬α撥扫厅䘽扫憘䊇嗡扵Σ.

摹:
(⇒)呥¬α ∈ Σ,捋Σ ` ¬α. 扤Σ䀛䏚怔怵摿: Σ 6` α,㥬䄍α 6∈ Σ.

(䤬摹(䆇摹䅻)⚵呥α ∈ Σ,扤扵¬α ∈ Σ⚧α㟘䏚怔, ı̀䃱. 䌙α 6∈ Σ.)

(⇐)呥α 6∈ Σ,扤Σ䀛䔴㦌䏚怔怵䞌摿:Σ ∪ {α}㟘䏚怔.

扤䂽䡮27.28摿: Σ ` ¬α.

扤扵Σ喴䏚怔䀛⚧扤䂽䡮27.26(2)摿⚵Σ ∪ {¬α}䏚怔.

挲扤怵撟(1)摿: ¬α ∈ Σ.
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䋺喪䔸䀛

䏚怔怵

堜䏁劫

怵撟3

䂽䡮27.29(3)
唗Σ墏KL撥䀛憘䊇䔴㦌䏚怔䋺喪䔸⚧α墏KL撥䀛憘䊇䋺喪. 捋

Σ ` α䀈厅䘽䀈α ∈ Σ.

摹:
(⇒)呥Σ ` α,扤扵Σ喴䏚怔䀛,扤䂽䡮27.26(2)摿⚵ Σ ∪ {α}䏚怔.

㥬䄍扤Σ䀛䔴㦌䏚怔怵䞌摿: Σ ∪ {α} = Σ,嚤憱α ∈ Σ.

(⇐)呥α ∈ Σ,捋Σ ` α奷听㢤䣡.
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䋺喪䔸䀛

䏚怔怵

堜䏁劫

怵撟4

䂽䡮27.29(4)
唗Σ墏KL撥䀛憘䊇䔴㦌䏚怔䋺喪䔸⚧α, β墏KL撥䀛䋺喪. 捋

α→ β ∈ Σ䀈厅䘽䀈¬α ∈ Σ䒽β ∈ Σ.

摹:
(⇒)唗α→β ∈ Σ,捋Σ ` α→β.

呥¬α 6∈ Σ,扤(1)摿⚵Σ ∪ {¬α}㟘䏚怔.

扤䂽䡮27.28(1)摿: Σ ` α,㥬䄍Σ ` β. 扤(3)摿: β ∈ Σ.

(⇐) (1)呥¬α ∈ Σ,捋Σ ` ¬α.

扤扵` ¬α→(α→β),䌙Σ ` ¬α→(α→β).

㥬䄍Σ ` α→β. 扤(3)摿: α→β ∈ Σ;

(2)呥β ∈ Σ,捋Σ ` β. 扤扵` β→(α→β),䌙Σ ` α→β.

㥬䄍憏扫α→β ∈ Σ.
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䋺喪䔸䀛

䏚怔怵

堜䏁劫

切㝏䅻

䂽䡮27.30
唗Σ喴KL撥䀛憘䊇䏚怔䋺喪䔸,捋Σ喴䔴㦌䏚怔䀛㢿憇坞䖇喴:

䃩KL撥䀛吿憘䊇䋺喪α, α抆¬α撥扫厅撐扫憘䊇嗡扵Σ.

摹:
(⇒)扤䂽䡮27.29䀛(2)憮摹.

(⇐)呥Σ㟘喴䔴㦌䏚怔䀛,捋㥿挳KL撥䀛憘䊇䏚怔䋺喪䔸Σ0,

喦䀚Σ0 ⊇ Σ,厅Σ0 6∈ Σ.

㥬䄍㥿挳KL䀛䋺喪α喦䀚α ∈ Σ0,䀂α 6∈ Σ.

扤坋唗摿¬α ∈ Σ,㥬䄍¬α ∈ Σ0,䌙Σ0 ` ¬α.

扱扤扵α ∈ Σ0,䌙Σ0 ` α. 抆Σ0䀛䏚怔怵ı̀䃱.

㥬䄍Σ喴䔴㦌䏚怔䀛.
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䋺喪䔸䀛

䏚怔怵

堜䏁劫

䂽䡮27.30(恙)

坞䖇┯Σ喴KL撥䀛憘䊇䏚怔䋺喪䔸┰䞌憱吖䁋

Σ喴䔴㦌䏚怔䀛㢿憇坞䖇喴: 䃩KL撥䀛吿憘䊇䋺喪α, α抆¬α撥
扫厅撐扫憘䊇嗡扵Σ.

摹:
(⇒)扤䂽䡮27.29䀛(2)憮摹.

(⇐)撐憇摹傲Σ䀛䏚怔怵. 䔴㦌怵埓哾䞌摹.

吿吒䂽KL撥䀛憘䊇䋺喪α.

(1)呥α 6∈ Σ,捋扤䂽䡮27.27(2)摿⚵Σ喴䏚怔䀛.

(2)呥α ∈ Σ,捋扤坋唗摿¬α 6∈ Σ,㥬䄍Σ憏喴䏚怔䀛┢
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䏚怔怵

堜䏁劫

怜怜

怜怜
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