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摘要 如何设计安全、可靠的信息物理融合系统是计算机科学和控制理论面临的一个重大挑战。时

延现象在信息物理融合系统中普遍存在，时延对系统的稳定性、安全性和控制性能具有实质性影

响。但是在已有时延系统验证和控制器合成的工作中往往忽略时延因素，这会导致在不考虑时延时

稳定和安全的系统在实际运行时因为时延原因而不再稳定和安全。因为时延使得系统的行为演化不

仅与当前状态有关，还依赖于系统的历史状态，这样时延混成系统的验证和控制合成更加困难。本

文研究信息物理融合系统在考虑时延情况下切换控制器合成问题，提出了基于不变式生成技术的控

制器合成方法。首先，我们利用谱分析和线性化技术将时延系统的微分不变式生成问题归结为有界

时间的可达集计算问题；然后，提出基于抽象精化的算法计算时延系统有界时间可达集的上近似；

最后，实现本文算法并使用实例验证了该方法的有效性。
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1 引言

近几十年来，随着计算机、互联网和通信技术的迅猛发展，传统的嵌入式系统逐渐发展成为了

深度融合计算、通信和控制的信息物理融合系统（Cyber Physical Systems, 简称 CPS)，与物联网

(Internet of Things，简称 IoT）技术一起正在掀起新一轮的全球信息技术革命，深刻影响着人们的

生产和生活方式。尤其伴随着 CPS 的大发展，越来越多的安全攸关系统不断涌现，如健康医疗、
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航空航天、智慧交通、核反应堆等。“如何设计安全可靠的信息物理融合系统使得人们在日常生活

中放心使用”已经成为计算机科学和控制理论的一个巨大挑战 [1]。

在 CPS 的设计控制过程中，由于模拟信号与数字信号间的相互转换需要时间、传感器收集数

据具有周期性、执行器执行命令需要时间、不同带宽网络间数据传输不可避免地出现阻塞、物联网

中传感器网络对数据的预处理需要时间等，时延现象难以避免。其中一种时延现象体现在物理设

备的连续动态演化中，系统状态变量间产生时延耦合，即系统的行为演化不仅与系统的当前状态

有关，还依赖于系统的历史状态，我们称这类系统为时延微分动态系统。时延微分方程（Delayed

Differential Equations, 简称 DDEs）是刻画带时延微分动态系统合适的数学模型。Myshkis [2]、

Krasovskii [3] 及 Bellman 和 Cooke [4] 等人对时延微分方程做了系统深入的研究，已被广泛应用到

生物、化学、分布式控制等领域。例如，在传染疾病传播模型 [5] 中，某些疾病因存在潜伏期不可

避免地在模型中需要引入时延；在非线性光学谐振器模型 [6] 中，系统的反馈会带来时延；在生物

物种繁衍系统 [7] 中，由于食物供给、繁殖年龄等的限制，物种增长率依赖于当前物种数量和过去

某时间点的数量；在网络通信系统 [8] 中，交互网络控制系统不得不处理通信带来的时延。

[9] 一文指出时延可能会对控制系统的稳定性、安全性和控制性能带来实质性影响，因而在控

制和通讯领域，DDEs 得到广泛重视。但是在计算机领域，DDEs 的形式化验证和设计研究目前尚

处于初步阶段。相比较常微分方法，时延微分方程在理论分析上更加复杂，这是缘于时延微分方程

是无穷维的、“有记忆”的，即考虑了历史对现状的影响。这使得系统的设计和验证也更加困难。

在工程领域常采用数值仿真的方法来模拟系统行为 [10]，但仿真过程中不可避免地产生误差，导致

无法严格保证系统的正确性。一些研究工作以 DDEs 的稳定性为基础，包括利用栅栏函数 [11, 12]、

Lyapunov 函数 [11] 以及区间 Taylor 模型 [9] 解决时延系统的安全性验证问题，但这类方法一个共

同弱点是其依赖于预先设定的函数模板，而模板的设计很大程度上依赖于设计者的经验。另一类

方法是基于 DDEs 的可达集计算，例如 [13] 借助非线性优化计算分段线性的局部误差上界和数值

仿真技术，计算 DDEs 的可达集。 [8] 利用敏感性分析和数值模拟方法估计了带时延耦合系统的可

达集。基于拓扑分析，[14] 研究了 DDEs 解的同胚性质，并将常微分方程中的边界可达性分析方法

[15, 16] 推广到了其解具有同胚性质的 DDEs 中。 [17] 将计算常微分方程可达集的泰勒模型方法 [18]

推广到了 DDEs 中。最近，基于动态和混成系统的稳定性理论，[19] 将 DDEs 的稳定性分析和无界

时间安全性验证问题归结为有界时间内的对应问题，并推广区间泰勒模型可达集计算理论 [17]，解

决了无界时间内 DDEs 稳定性分析和安全性验证问题。

本文我们研究时延混成系统安全设计问题。混成系统是一类既包含连续演化又包含离散迁移的

系统，为传统嵌入式系统的安全可靠性提供了很好的刻画模型。然而在传统嵌入式系统形式验证和

设计中，往往假设时延足够小不会对系统行为产生影响，因此时延现象往往被忽略。但在实际应用

中，时延现象常常带来很多消极作用，使得系统性能下降，甚至出现不可控状态。为此，在本文中

我们研究能够刻画时延现象的一类混成系统――时延混成系统，并解决时延混成系统的切换控制器

设计问题。给定一安全性质需求，切换控制器设计问题即为系统的每个模式选择符合其对应安全需

求的不变式，并为每个迁移选取合适的切换条件，使得系统从初始状态集合出发，按照切换条件执

行迁移关系，能够永不停止地运行，并且系统的所有可达状态符合安全需求。为解决此问题，受我

们前期关于不带时延混成系统切换控制器合成工作启发 [20]，我们提出一个基于不变式的时延混成
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系统切换控制器合成方法。其基本想法如下：受启发于 [19]，首先利用谱分析和线性化技术，将无

界时间的微分不变式生成问题归结为有界时间的微分不变式生成问题；然后我们利用基于抽象精化

的算法计算有界时间内系统安全可达集的上近似作为其微分不变式；最后，在所求得的微分不变式

基础上，我们给出时延混成系统切换控制器设计的算法框架。

本文结构如下：第二章介绍预备知识和时延混成系统切换控制器合成问题；第三章介绍切换控

制器合成算法框架；第四章讨论时延动态系统的微分不变式生成；第五章介绍实现和案例研究；最

后在第六章总结全文。

2 预备知识

本章介绍时延混成系统的背景知识以及本文要解决的控制器合成问题。2.1 节给出了本文中使

用的基本概念和符号，2.2 节简要介绍时延混成系统、可达集和安全性验证等一些背景知识，以及

时延混成系统的切换控制器合成问题。

2.1 基本概念和符号

本文使用 R 表示实数集，R+ 表示正实数集，R+
0 表示非负实数集，N 表示自然数集，N+ 表

示正整数集，C 表示复数集。Xn 表示 n 个X 的笛卡尔积，例如，Rn 表示 n 维欧几里得空间。给

定任意实数 x ∈ R，|x| 表示 x 的模。对于任意复数 z = a + ib ∈ C，其中 a, b ∈ R, i 为虚数单位，
则 z 的实部和虚部分别记作 R(z) = a 和 C(z) = b，z 的模为 |z| =

√
a2 + b2。给定 m × n 维矩阵

A，λmax(A
TA) 表示半正定矩阵 ATA 的最大特征值，A 的范数表示为 ∥ A ∥=

√
λmax(ATA)。对

于向量 x,x′ ∈ Rn，∥ x′ − x ∥ 表示向量之间的欧式距离。给定 δ ∈ R+
0，向量 x 的 δ- 邻域定义为

N (x, δ) = {x′ |∥ x′ − x ∥6 δ}。对于集合X ⊆ Rn，X 的 δ- 邻域为N (X, δ) =
∪

x∈X N (x, δ)。给定

一个紧集 X，其直径记为 dia(X) = supx,x′∈X ∥ x′ − x ∥，它的一个 δ- 覆盖是一个有限点集 X，使
得 X ⊆ N (X , δ)。给定 t1 6 t2，C([t1, t2],Rn) 表示所有从 [t1, t2] 映射到 Rn 的连续函数集合。对于

f ∈ C([t1, t2],Rn)，∥f∥ = maxt∈[t1,t2] ∥f(t)∥。

2.2 时延混成系统

混成系统是一类既包含连续演化又包含离散迁移的系统。一种最简单又最常用的混成系统模型

是混成自动机 [21]，其中常微分方程用来刻画系统的连续行为。如果系统连续演化过程存在时延现

象，则混成自动机无法准确刻画此类系统。为此，本节给出一种新的混成自动机的定义，称为时延

混成自动机，其系统连续行为被时延微分方程刻画。首先我们给出时延微分方程的基本知识。

考虑如下一阶自治时延微分方程： ẋ(t) = f(x(t),x(t− r1), . . . ,x(t− rk)), t ∈ [0,∞)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−rk, 0]
(2.1)

其中，x ∈ Rn 表示系统的状态向量，ẋ 为状态向量关于时间的导数，t ∈ [−rk,∞) 表示时间变

量，rj ∈ R+ 是时延常数并且满足 0 < r1 < . . . < rk, j = 1, . . . , k, 向量函数 f : R(k+1)n 7→ Rn 表
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示系统的向量场。值得注意的是，时延微分方程 (2.1) 不同于一般的常微分方程，ẋ(t) 不仅与当

前时刻的系统状态 x(t) 有关，而且还依赖于若干历史状态 x(t − r1), . . . ,x(t − rk)。因为系统随

时间的连续演化过程对历史状态的依赖，所以系统的初始状态必须由一个向量函数 ϕ 刻画，即

ϕ ∈ C([−rk, 0],Rn)。如果向量函数 f 满足全局 Lipschitz 条件，则时延微分方程 (2.1) 从初始状态

ϕ 出发在 [−rk,∞) 上存在唯一的解，记作 ξϕ(·) ∈ [−rk,∞) 7→ Rn。

定定定义义义2.1 给定一时延微分方程 (2.1)，假设 xe 为它的一个平衡点 (equilibrium)，即 f(xe, . . . ,

xe) = 0，我们称 xe 是

1. Lyapunov 稳定的: 如果对于任意的 ϵ ∈ R+，存在 δ ∈ R+ 使得如果 ∥ ϕ− xe ∥< δ，那么对于

任意的 t ∈ R+
0，∥ ξϕ(t)− xe ∥< ϵ；

2. 渐近稳定的: 如果它是 Lyapunov 稳定的，且满足 limt7→∞ ∥ ξϕ(t)− xe ∥= 0；

3. 指数稳定的: 如果它是渐近稳定的，且满足：存在 α, β, δ ∈ R+ 使得对于任意 t ∈ R+
0，

∥ ξϕ(t)− xe ∥6 α ∥ ϕ− xe ∥ e−βt, 其中 β 是收敛率。

不失一般性，后文我们假设 (2.1) 的向量场满足 f(0, . . . ,0) = 0。根据时延微分方程 (2.1)，我

们给出时延混成自动机的定义：

定定定义义义2.2 时延混成自动机 是一个九元组H = (Q,X,U, I,Ξ, F, E,G,R) ，其中

1. Q = {q1, . . . , qm} 为有限的离散模式集合；
2. X ⊆ Rn 为连续状态集合；

3. U 是定义在集合 X 上的连续函数集合，U ⊆ C([t1, t2],Rn)；

4. I : Q 7→ 2R
n

赋予每个模式 q ∈ Q 一个不变式 Iq ⊆ X；

5. Ξ ⊂ Q×U 为初始状态集集合,在 q ∈ Q模式下的初始状态集合为Ξq ⊆ {q}×Uq, U = ∪q∈QUq；

6. F = {fq1 , . . . ,fqm} 为向量场集合，每个模式 q ∈ Q 具有一个向量场 fq，且其形式为时延微分

方程 (2.1)，即 ẋ(t) = fq(x(t),x(t− r1,q), . . . ,x(t− rk,q)), 0 < r1,q < . . . < rk,q ；

7. E ⊆ Q×Q 表示模式间的离散迁移关系；

8. G : E 7→ 2R
n

是迁移条件；

9. R : E ×X 7→ U 为重置函数1)。

定定定义义义2.3 给定一个初始状态 (q0,ϕ0)，时延混成系统在时间 [−rk, T ] 的轨道为一序列

(q0, ξϕ0
), . . . , (ql, ξϕl

)

其中 T > 0，ϕi ∈ U，i = 0, . . . , l，l ∈ N，这一序列满足以下四个条件：

1. 连续演化：对 i 6 l − 1, 存在 δi > 0 使得时延微分方程 ẋ = fqi 的解 ξϕi
(·) : [−rk,qi , δi] 7→ Rn

满足：

a. ξϕi
(t) ∈ Iqi 对于所有 t ∈ [−rk,qi , δi];

b. xi = ξϕi
(δi)。

2. 对 i = l, 存在 δi > 0 使得时延微分方程 ẋ = fqi 的解 ξϕi
(·) : [−rk,qi , δi] 7→ Rn 满足 ξϕi

(t) ∈ Iqi

对于所有 t ∈ [−rk,qi , δi]。
3. 离散迁移：令 e = (qi, qi+1)，则有 e ∈ E，xi ∈ G(e) 且 ϕi+1 ∈ R(e,xi)。

1) 在定义 2.2 中，当发生模式跳转时，重置函数 R 将当前时刻系统状态重置为以函数形式的系统状态，其目的是为满足时延微分方程

(2.1) 的起始状态为函数，与文献 [22] 中的定义无本质性差别，仅需将定义 2.2 中重置后的函数替换成它在跳转时刻的值即可。
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4. T =
∑l

i=1 δi。

定定定义义义2.4 给定一个初始状态 (q0,ϕ0)，时延混成系统在时间 t ∈ [−rk,q0 , T ] 上的可达状态集合
RH(t) (简称可达集) 为 (q,x) 的集合，其中 (q,x) 满足

存在i ∈ {1, . . . , l}且t ∈ [−rk,qi , δi]使得q = qi和x = ξϕi
(t)。

给定一个时延混成系统 H = (Q,X,U, I,Ξ, F, E,G,R)，H 称为是非阻塞的，如果对于任意
(q0,ϕ0) ∈ Ξ，至少存在一条在 [−rk,q0 ,∞) 上的轨道；反之称为是阻塞的。

对于时延混成系统 H ，一个安全需求规范 S 为每个模式 q ∈ Q 指定了一个安全区域 Sq ⊆ Iq，

可以形式化地表示为 S =
∪

q∈Q({q}×Sq)。给定初始状态集 Ξ，我们称H 是 T - 安全的，当且仅当

其在时间 [−rk,q0 , T ] 上的可达集 RH 包含在 S 里，即 RH ⊆ S，否则称之为 T - 不安全。当 T =∞，
我们称H 是安全的。
切换控制器合成问题：给定时延混成系统 H = (Q,X,U, I,Ξ, F,E,G,R) 以及安全性质 S，计

算时延混成系统H∗ = (Q,X,U∗, I∗,Ξ∗, F, E,G∗, R∗) 使得

(r1) H∗ 是 H 的精化，即对任意 q ∈ Q，满足 Ξ∗
q ⊆ {(q,ϕq) ∈ Ξq | ∀τ ∈ [−rk,q, 0].ϕq(τ) ∈ Sq}，

I∗q ⊆ Iq，U∗
q ⊆ Uq, 且对任意 e ∈ E，满足 G∗(e) ⊆ G(e), R∗(e, ·) ⊆ R(e, ·)；

(r2) H∗ 相对于 S 是安全的，即在时间 [−rk,q0 ,∞) 上的可达集 RH∗ ⊆ S；
(r3) H∗ 是非阻塞的，且不变式是非空的 (即 I∗ ̸= ∅)。
对于满足上述三点的 H∗，则称 SC = {G∗(e) ⊆ Rn | e ∈ E} 为 H 一个切换控制器。如果对任意
q ∈ Q 和 e ∈ E，I∗q = ∅ 或 G∗(e) = ∅，我们称 SC 为H 一个平凡切换控制器.

直观地讲，切换控制器合成即为系统的每个模式选择符合其对应安全需求的不变式，并为每个

迁移选取合适的切换条件，使得系统从初始状态集合出发，按照切换条件执行迁移关系，能够永不

停止地运行，并且系统的所有可达状态符合安全需求。

3 切换控制器合成算法框架

这一节我们提出一种基于归纳不变式的时延混成系统控制器合成方法，其基本想法类似基于不

变式生成的混成系统切换控制器合成方法 [20]，核心是如何生成每个模式内的时延动态系统的微分

不变式及模式间离散迁移切换条件。在下章我们将介绍基于可达集迭代计算求归纳不变式的算法，

使得时延混成系统满足安全性质的同时避免合成平凡的控制器。

3.1 不变式

定定定义义义3.1 给定时延混成系统中的一模式 q ∈ Q：(Ξq,fq, Iq) 以及时刻 T ∈ R+，集合 I∗q 称为

(Ξq,fq, Iq) 的 T - 微分不变式，如果对于 ∀τ ∈ [−rk,q, 0]，ϕq(τ) ∈ I∗q ，且从 ξϕq
(0) ∈ I∗q 出发的任

意解 ξϕq
(t) 满足

∀t ∈ [−rk,q, T ].ξϕq
(t) ∈ Iq =⇒ ∀t ∈ [−rk,q, T ].ξϕq

(t) ∈ I∗q . (3.1)
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直观上，时延系统模式 q ∈ Q : (Ξq,fq, Iq) 的 T - 微分不变式要求: 如果从初始集合出发沿向量

场 fq 的任何解在时间 [−rk,q, T ] 内不离开 Iq，那么它不会离开 I∗q。特别地，当 T =∞，集合 I∗q 称

为微分不变式。

根据微分不变式定义，下面给出时延混成系统H 的归纳不变式：
定定定义义义3.2 给定时延混成系统H，称 I∗ =

∪
q∈Q I∗q 为H 的归纳不变式，若

1. 对 q ∈ Q，集合 I∗q 是 (Ξq,fq, Iq) 的微分不变式；

2. 对 e = (q, q′) ∈ E，若 ξϕq
(t) ∈ I∗q ∩ G(e)，则 ∀τ ∈ [−rk,q′ , t].ϕq′(τ) ∈ Iq′ =⇒ ∀τ ∈

[−rk,q′ , t].ϕq′(τ) ∈ I∗q′ 成立, 其中 ϕq′(·) = R(e, ξϕq
(t))。

在定义 3.2 中，条件 1 为对时延混成系统的连续部分归纳不变式的约束，归纳不变式 I∗ 在每

个模式 q 下的 I∗q 都是相应模式的一个微分不变式。条件 2 为离散迁移对归纳不变式的约束，状态

ξϕq
(t) 在满足迁移条件下，迁移后相应模式 q′ 对应的时延微分动态系统的状态应属于其微分不变式

I∗q′ 内。

3.2 切换控制器合成算法

通过构建满足定义 3.2 的归纳不变式，算法 1 给出了基于不变式的切换控制器合成算法框

架。给定时延混成系统 H 及安全性质 S，首先对每一个模式 q ∈ Q，调用函数 CBT 计算一个

时间上界 Tq, 将 q 模式下的微分不变式生成问题归结为 Tq- 微分不变式生成问题 (第 4.1 节)；然

后调用函数 CSI，使用抽象精化方法来计算满足安全性质的微分不变式 I∗q (第 4.2 节)。最后根

据各个模式的微分不变式，计算精化的归纳不变式 I∗ = ∪q∈QI
∗
q 和 G∗ = ∪e=(q,q′)∈EG

∗(e)，其中

G∗(e) ⊆ G(e) ∩ I∗q 是使得满足 ϕq′(·) = R(e,x) 以及对任意 τ ∈ [−rk,q′ , 0]，ϕq′(τ) ⊆ I∗q′ 的 x 的集

合。如果对于 ∀e ∈ E,G∗
e ̸= ∅，算法将返回新的时延混成系统H∗ = (Q,X,U∗, I∗,Ξ∗, F,E,G∗, R∗)；

否则算法将返回“FLASE”，表示控制器 SC 为平凡切换控制器。以下定理给出了算法 1 的正确

性。

定定定理理理3.1 (正确性) 给定时延混成系统H = (Q,X,U, I,Ξ, F, E,G,R)以及安全性质S，如果对
于每一个模式 q ∈ Q，算法调用函数CBT和CSI后，得到的是满足公式 (3.1)的微分不变式，且对

于 ∀e ∈ E, G∗(e) ̸= ∅，那么算法 1 将返回一个时延混成系统 H∗ = (Q,X,U∗, I∗,Ξ∗, F,E,G∗, R∗)，

SC = {G∗
e|e ∈ E} 是H 的一个切换控制器。

证明 假设算法 1 通过第 20 行返回时延混成系统 H∗ = (Q,X,U∗, I∗,Ξ∗, F,E,G∗, R∗)，这

里只需要证明切换控制器合成问题中条件 (r1)，(r2) 和 (r3) 成立。对于任意的 q ∈ Q，由算法的

第 8 行可以得到 Ξ∗
q ⊆ {(q,ϕq) ∈ Ξq | ∀τ ∈ [−rk,q, 0].ϕq(τ) ∈ Sq}；由算法的第 2-7 行，可以得到

I∗q ⊆ Iq；U∗
q 和 Uq 分别是定义在 I∗q 和 Iq 上的连续函数，由于 I∗q ⊆ Iq，则有 U∗

q ⊆ Uq；由算法第

12 行和第 11 行分别有 G∗(e) ⊆ G(e)，R∗(e, ·) ⊆ R(e, ·)，从而条件（r1）成立。对于任意的 q ∈ Q，

I∗q 是模式 q 中的微分不变式，并且算法 1 返回的 G∗ 保证了离散跳转后得到的状态包含在下一模式

的微分不变式中，所以 I∗ 是整个混成系统的归纳不变式。同时，算法的第 4 行确保了每一个模式

q 的微分不变式 I∗q 均相对于 Sq 是安全的，从而得到条件 (r2) 成立。对于条件 (r3)，因为 (a). 对于

每个模式 q ∈ Q，算法CBT 和CSI 通过将无界时间的微分不变式生成问题转化到有界时间可达集

计算问题，即 I∗q 包含了该模式中从初始状态集合出发的所有可达状态；(b). 对于 e = (q, q′) ∈ E，
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迁移条件 G∗(e) 满足 G∗(e) ⊆ I∗q，且 R∗(e, ·) 保证了重置后的系统状态在模式 q′ 的微分不变式 I∗q′，

即在模式 q 的微分不变式 I∗q 中，如果存在 x ∈ G∗(e) 且发生离散迁移，那么重置后的系统状态在

模式 q′ 的微分不变式 I∗q′；(c). 算法的第 19 行保证了返回的微分不变式和跳转条件都是非空的，从

而可以知道条件 (r3) 成立。

算法 1 时延混成系统切换控制器合成算法

输入: 时延混成系统H = (Q,X,U, I,Ξ, F, E,G,R)，安全性质 S，精度 ϵ，阈值 ϵr，步长 τ，B
输出: 时延混成系统H∗ / FLASE

1: for q ∈ Q do

2: Tq ← CBT(fq,Ξq, ϵ,B)
3: if Tq <∞ then

4: I∗q ← CSI(fq,Ξq, τ,Sq, Tq, ϵr, ϵ)

5: else

6: I∗q ← ∅
7: end if

8: Ξ∗
q ← {(q,ϕq) ∈ Ξq | ∀τ ∈ [−rk,q, 0].ϕq(τ) ∈ Sq}

9: end for

10: for e = (q, q′) ∈ E do

11: R∗(e, ·)← {ϕq′(·) ∈ R(e, ·) |对τ ∈ [−rk,q′ , 0]ϕq′(τ) ⊆ I∗q′}
12: G∗(e)← {x ∈ G(e) ∩ I∗q | ϕq′(·) = R∗(e,x)}
13: end for

14: Ξ∗ ← {(q,Ξ∗
q) | q ∈ Q}

15: I∗ ← {(q, I∗q ) | q ∈ Q}
16: U∗ ← {(q, Uq) | ∀q ∈ Q,ϕ ∈ I∗q }
17: G∗ ← {(e,G∗(e)) | e ∈ E}
18: R∗ ← {R∗(e, ·) | e ∈ E}
19: if ∀e ∈ E,G∗

e ̸= ∅ then

20: return H∗ ← (Q,X,U∗, I∗,Ξ∗, F, E,G∗, R∗)

21: else

22: return FLASE

23: end if

4 微分不变式生成

在时延混成系统切换控制器合成算法，即算法 1 中，核心部分是计算时延混成系统每个模式

q ∈ Q 的微分不变式 I∗q。与常微分方程 (Ordinary Differential Equations, 简称 ODEs) 不同，DDEs

依赖于历史状态，使得其在理论分析上更加复杂。目前对 DDEs 微分不变式的研究主要借助 DDEs
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的稳定性，包括利用栅栏函数 [11, 12]、Lyapunov 函数 [11] 以及区间 Taylor 模型近似 [9] 等。本节

给出一种新的微分不变式的计算方法，分为 CBT 和 CSI 两步：算法 CBT 首先将微分不变式生

成问题归结为 Tq- 微分不变式生成问题; 然后基于抽象精化的方法，即算法 CSI，计算 Tq- 微分不

变式。为方便阐述，下文首先以含有一个时延常数的 DDEs: ẋ(t) = f(x(t),x(t− r)), t ∈ [0,∞)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−r, 0]
(4.1)

为例，详细阐述时间上界 Tq 的计算和算法 CSI。随后，简要论述该方法可以自然扩展到含有多个

时延常数的 DDEs 中。基于方程 (4.1), 本章我们统一用 T ∗ 来表示 Tq，用 f 表示模式 q 的向量场

fq，用 ϕ 表示模式 q 的初始状态 ϕq。

4.1 CBT: 构造时间上界 T ∗

经典 DDEs 稳定性理论中指出对于一类具有指数稳定的 DDEs，存在一个随时间指数下降的估

计，使得系统从初始函数状态集合出发的所有解都可以被该估计包络在内。基于此结论，本节对线

性和非线性 DDEs 分别进行讨论。首先，利用谱分析技术计算具有指数稳定性质的线性 DDE(4.1)

的指数收敛率。然后，基于线性化方法，计算具有指数稳定性质非线性 DDE (4.1) 的指数收敛率。

最后基于估计的收敛率，我们得到满足任意精确度的有界时间 T ∗。

4.1.1 线性时延方程

考虑时延微分方程 (4.1) 的一类线性方程： ẋ(t) = Ax(t) +Bx(t− r), t ∈ [0,∞)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−r, 0]
(4.2)

其中，A,B ∈ Rn×n。此方程不平凡解 ξϕ(t) = cezt 的特征方程为

det(zU −A−Be−rz) = 0, (4.3)

其中 U 为 n × n 维单位矩阵，det(·) 为行列式，h(z) = zU − A − Be−rz 为特征矩阵。特征方程

(4.3) 的根称为特征根，记作 λ ∈ C，所有特征根组成的集合称为谱(spectrum)，记作 σ = {λ |
det(h(λ)) = 0}。Hale 和 Diekmann 等人在文献 [4, 23] 中指出 DDEs 的谱 σ 没有有穷聚点的特

性，即不会在有穷处存在无穷多个特征根。所以存在一个上界 µ ∈ R，使得谱中任意特征根满足
R(λ) < µ，且该上界 µ 决定了对应线性 DDEs 的渐近稳定性质，即如下定理 4.1：

定定定理理理4.1 ([23]) 假设特征根 λ 满足 R(λ) < µ，那么存在一个K > 0 使得

∥ ξϕ(t) ∥6 Keµt ∥ ϕ ∥,∀t > 0,∀ϕ ∈ C([−r, 0],Rn), (4.4)

其中 ξϕ(t) 是方程 (4.2) 的解。特别地，如果对于任意特征根 λ 满足 R(λ) < 0，则方程 (4.2) 的平

衡点 xe = 0 是渐近稳定的；相反，如果存在一个特征根 λ 使得 R(λ) > 0，则该平衡点 xe = 0 不

稳定。
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定理 4.1 指出：若特征根上界 µ < 0，从初始函数 ϕ 出发的所有解都以指数速度收敛于平衡点

0，即存在一个时间 T，使得对于任意 t > T，∥ ξϕ(t) ∥6 ϵ，其中 ϵ ∈ R+。此定理揭示了微分不变

式可归结为 T− 微分不变式。为了求得具体时间上界 T，我们下面给出估计式 (4.4) 中 (带符号的)

收敛率 µ 及常数K 的计算方法。

收敛率 µ: 线性DDEs特征根的界和分布估计已有很多研究工作 [24–27]，考虑到特征方程 (4.3)

中涉及到指数多项式形式，基于柱形代数分解的符号化方法 [27] 可以将谱中的实根隔离到不同区

间，但是对于复根部分，目前还没有相关的符号化方法进行隔离。所以我们采用 Engelborghs 和

Roose 在 [25] 中提出的一种数值估计方法，使用线性多步法离散化解算子来计算特征值的近似，数

值估计的绝对误差可以控制在 O(τp) 以内，其中 τ 为充分小的离散步长，p 依赖于线性多步法使用

的阶数。MATLAT 工具包 DDE-BIFTOOL[28] 提供了此数值方法的自动化计算。

常数 K: 我们引入方程 (4.2) 的基本解（简称基解），记作 ξϕ′(t)，文献 [4] 指出基解的 Laplace

变换与特征方程的逆 h−1(z) 恰好相等，即 L{ξϕ′}(z) = h−1(z)，其中 L{f} 表示函数 f 的 Laplace

变换。文献 [19] 利用这一特性给出了常数K 的构造方法。下面我们简要叙述K 的构造过程，具体

细节感兴趣的读者可以参阅 [19]。

引引引理理理4.1 ([4]) 令 ϕ′ 为 ϕ′(0) = U 且 ϕ′(t) = O，∀t ∈ [−r, 0)，其中 O 表示 n × n 维的零矩

阵。令 ξϕ′(t) 表示在方程 (4.2) 的初始条件变化为 ϕ′ 后的方程的解，ξϕ(t) 表示方程 (4.2) 的解。那

么对 t > 0，

ξϕ(t) = ξϕ′(t)ϕ(0) +

∫ t

0

ξϕ′(t− τ)Bϕ(t− τ) dτ . (4.5)

引理 4.1 给出了方程 (4.2) 的解 ξϕ(t) 与基解 ξϕ′(t) 之间的关系，该引理结合上述定理 4.1，可

得：

定定定理理理4.2 ([29]) 令 ι = maxλ∈σ R(λ) 表示谱 σ 中所有特征根实部的最大值，那么对于任意

µ > ι，存在K > 0 使得

∥ ξϕ′(t) ∥6 Keµt,∀t > 0 , (4.6)

∥ ξϕ(t) ∥6 K(1+ ∥ B ∥
∫ r

0

e−µτ dτ) ∥ ϕ ∥ eµt∀t > 0,∀ϕ ∈ C([−r, 0],Rn) . (4.7)

特别地，如果 ι < 0，则 xe = 0 就是方程 (4.2) 的一个全局指数稳定平衡点。

在定理 4.2 中，方程 (4.2) 解 ξϕ(t) 的指数估计满足如不等式 (4.7) 所示的与基本解 ξϕ′(t) 的指

数估计的关系。如果已知基本解 ξϕ′(t) 指数估计中的常数 K，则解 ξϕ(t) 的指数估计中的常数 (我

们记作 K̂) K̂ = K(1+ ∥ B ∥
∫ r

0
e−µτ dτ) ∥ ϕ ∥。下面将给出常数K 的一个显式表达式。

由 Laplace 逆变换，对于满足 R(z) > ι 的 z，我们有

ξϕ′(t) = lim
V→∞

1

2πi

∫ µ+iV

µ−iV

ezth−1(z) dz,

其中 z = µ+ iν，代入上式，得

e−µtξϕ′(t) = lim
V→∞

1

2πi

∫ V

−V

eiνth−1(µ+ iν) dν.
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将逆特征矩阵中二次项提出：

h−1(z) =
U

z
+ (h−1(z)− U

z
) =

U

z
+O(

U

z2
),

以二次项为被积函数的积分是收敛的，可得

e−µtξϕ′(t) = lim
V→∞

1

2πi

∫ V

−V

eiνt
U

µ+ iν
dν +

1

2πi

∫ ∞

−∞
eiνtO

U

(µ+ iν)2
dν.

对等式两边分别取范数，且 ∥eiνt∥ = 1，我们有

e−µtξϕ′(t) 6
∥∥∥∥ lim
V→∞

1

2πi

∫ V

−V

eiνt
U

µ+ iν
dν

∥∥∥∥+
1

2πi

∫ ∞

−∞
eiνt

∥∥∥∥O U

(µ+ iν)2

∥∥∥∥ dν. (4.8)

如 [19]，对不等式 (4.8) 右边两项分别做处理，可得：

∥∥∥∥ lim
V→∞

1

2πi

∫ V

−V

eiνt
U

µ+ iν
dν

∥∥∥∥ 6

0 ∀t > 0,∀µ < 0

1 ∀t > 0,∀µ > 0.∫ ∞

−∞
eiνt

∥∥∥∥O U

(µ+ iν)2

∥∥∥∥ dν 6
∫ M

−M

∥∥∥∥O U

(µ+ iν)2

∥∥∥∥ dν +
8n

M
(∥A∥+ ∥B∥ e−rµ),

(4.9)

其中，阈值M > 0。联立公式 (4.8) 和公式 (4.9)，可得到 e−µt ∥ ξϕ′(t) ∥ 在时间区间 t ∈ (0,∞) 中

的一个上界值：

K =
1

2π

(∫ M

−M

∥∥∥∥O U

(µ+ iν)2

∥∥∥∥ dν +
8n

M
(∥A∥+ ∥B∥ e−rµ)

)
+ 10(µ), (4.10)

其中 10 : (ι,∞) \ {0} → {0, 1} 是集合 {µ | µ > 0} 的一个指示函数，即对于 µ > 0，10(µ) = 1，对

于 ι < µ < 0，10(µ) = 0。

结合定理 4.2 以及 µ 和常数K 的构造过程，我们得到系统 (4.2) 的指数稳定性的定量准则，进

而，下面定理将无界时间的微分不变式生成问题归结为有界时间的微分不变式生成问题：

定定定理理理4.3 给定初始函数 ϕ，以及平衡点 xe = 0，假设已知 µ < 0 和 K，令 K̂ = K(1 +

∥B∥
∫ r

0
e−µτ dτ) ∥ϕ∥，那么对于任意的 ϵ ∈ R+，存在一个如下定义的时间 T ∗：

T ∗ = max{0, inf{T | ∀t > T : K̂eµt < ϵ}}, (4.11)

使得系统 (4.2) 的解 ξϕ(t) 满足：对于任意 T > T ∗，∥ξϕ(T )− xe∥ < ϵ，那么在 ϵ 精度范围内系统

(4.2) 的微分不变式等价于 T - 微分不变式。

证明 “必要性”是显然的，因为由定义 3.1，我们可知微分不变式蕴涵了 T - 微分不变式。对

于“充分性”部分，因为由公式 (4.10) 构造的 K 是 e−µt
∥∥ξϕ′(t)

∥∥ 的一个上界，所以由定理 4.2 可

知，对于任意 t > 0 及初始函数 ϕ，∥ξϕ(t)∥ 6 K̂eµt 成立。此外，平衡点为 0，K̂eµt 关于 t 严格递

减，因此给定精度 ϵ，存在有限 T ∗ = max{0, ln(ϵ/k̂)/µ} 使得系统 (4.1) 无穷逼近平衡点 0，即在误

差 ϵ 允许范围内，系统在时间区间 t ∈ (T ∗,∞) 的所有可达状态为平衡点 0。

10
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4.1.2 非线性时延方程

本节研究对于非线性时延动态系统的微分不变式归结问题。首先利用线性化技术将非线性

DDEs 转化为相应的线性形式，进而将上一小节的理论部分推广到非线性系统。现在考虑 (4.1)

形式只含一个时延项的 DDEs，线性化后得 f(x,y) = Ax + By + g(x,y)，其中 A = fx(0,0)，

B = fy(0,0)，这里的 fx 和 fy 分别是 f 关于 x 和 y 的 Jacobian 矩阵。向量函数 g 是一个高次

项，且在 (0,0) 处 Jacobian 矩阵为零矩阵。略去高次项，以下方程为非线性系统 (4.1) 在平衡点 0

处的线性化形式：  ẋ(t) = Ax(t) +Bx(t− r), t ∈ [0,∞)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−r, 0]
(4.12)

显然该形式与上一节中讨论的线性系统 (4.2) 形式一致，因此两者具有相同形式的特征方程，我们

用 σ 表示方程 (4.12) 的特征方程的谱。下面定理将给出非线性系统 (4.1) 的局部渐近行为与其线性

化 (4.12) 的谱之间的关系：

定定定理理理4.4 ([29]) 假设 σ 满足maxλ∈σ R(λ) < µ < 0，那么 x = 0 是非线性系统 (4.1) 的一个局

部指数稳定的平衡点。事实上，存在一个K > 0 和 δ 使得

∥ ϕ ∥6 δ =⇒∥ ξϕ(t) ∥6 Keµt/2 ∥ ϕ ∥, t > 0, (4.13)

其中，ξϕ(t) 是系统 (4.1) 的解。相反，如果存在一个特征根使得 R(λ) > 0，则该平衡点 x = 0 不

稳定。

与线性情况类似，定理 4.4 奠定了非线性系统的解的一个指数包络的存在性，而与线性系统满

足全局指数稳定性不同的是，非线性系统仅满足局部指数稳定性，即该定理仅能保证系统在平衡点

零处的一个 δ- 邻域内的任意初始函数出发的解以指数速度收敛于该平衡点，这也是定理 4.4 的局部

性的含义。同理，为完成无界时间微分不变式生成问题归结于有界时间的微分不变式生成问题，我

们需要构造 µ，K 以及 δ。

引引引理理理4.2 ([4])  ẋ(t) = Ax(t) +Bx(t− r) + η(t), t ∈ [0,∞)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−r, 0]
(4.14)

ξϕ(t) 表示方程 (4.14) 的解。令 ϕ′ 为 ϕ′(0) = U 且 ϕ′(t) = O，∀t ∈ [−r, 0)，其中 O 表示 n× n 维

的零矩阵。令 ξϕ′(t) 表示在方程 (4.12) 的初始条件变化为 ϕ′ 后的方程的解，那么对 t > 0，

ξϕ(t) = ξϕ′(t)ϕ(0) +

∫ t

0

ξϕ′(t− τ)Bϕ(t− τ) dτ +

∫ t

0

ξϕ′(t− τ)Bη(τ) dτ . (4.15)

借助上述基解的指数估计，下面定理可以刻画非线性系统的一个可计算的指数估计：

定定定理理理4.5 ([19]) 假设 maxλ∈σ R(λ) < µ < 0，那么存在 K > 0 和 δ 使得线性化方程 (4.12) 的

基解 ξϕ′(t) 满足：∥ ξϕ′(t) ∥6 Keµt,∀t > 0 , 且非线性方程 (4.1) 满足

∥ ϕ ∥6 δ =⇒∥ ξϕ(t) ∥6 Ke−rµ(1+ ∥ B ∥
∫ r

0

e−µτ dτ) ∥ ϕ ∥ eµt/2,∀t > 0 . (4.16)

11
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类似于线性系统，如果非线性系统满足局部指数稳定性，根据定理 4.5 给出的非线性系统的构

造性指数估计，我们可以将非线性系统的无界时间的微分不变式生成问题归结为有界时间的微分不

变式生成问题：

定定定理理理4.6 给定初始函数 ϕ，假设已知 maxλ∈σ R(λ) < µ < 0 和线性化方程 (4.12) 的基解

ξϕ′(t) 满足：∥ ξϕ′(t) ∥6 Keµt,∀t > 0。令 K̂ = Ke−rµ(1+ ∥ B ∥
∫ r

0
e−µτ dτ) ∥ ϕ ∥，那么对于任意

的 ϵ ∈ R+，存在一个 δ > 0 和如下定义的时间 T ∗：

T ∗ = inf{T |∀t > T : K̂eµt/2 < ϵ}, (4.17)

使得如果系统 (4.1)的初始函数 ∥ ϕ ∥6 δ，那么其解 ξϕ(t)满足对于任意T > T ∗，∥ξϕ(T )− xe∥ < ϵ，

那么在 ϵ 精度范围内系统 (4.1) 的不变式等价于 T - 微分不变式。

证明 证明细节类似于定理 4.3，主要区别在局部稳定性，此处不再赘述。

定理 4.6 利用非线性系统的局部稳定性将微分不变式的生成问题归结为有界时间的微分不变式

生成问题，然而，由于线性化过程带来的局限性，此定理所给出的等价性仅在 ∥ϕ∥ 6 δ 前提下成

立。为了获得全局性的不变式等价性，我们首先给出一个集合 B ⊆ Rn 满足 B ⊆ N (xe, δ)，并且从

B 相应的初始函数集中的任意初始条件出发，系统的解最终将收敛于一个吸引子 0。事实上，集合

B 就是该吸引子 0 吸引域的一个子集。如果能找到区间 [T ′ − r, T ′]，使得从初始状态集合出发的所

有可达集都包含在集合 B，则 T ′ + T ∗ 足以作为一个时间上界：对于任意 T > T ′ + T ∗，系统微分

不变式等价于 T - 微分不变式。

例 1：(种群动态 [7]) 考虑用于模拟种群动态的著名Wright 离散时延逻辑方程：

u̇(t) = −u(t− r) [1 + u(t)] , t > 0. (4.18)

当时延 r = 1 以及精度 ϵ = 0.05，初始状态集合为 X0 = [0.4, 0.6]，考虑系统 (4.18) 在 [−r,∞) 上的

微分不变式生成问题。为构造系统解的指数估计，我们首先略去高次项 u(t)u(t − r) 从而得到系统

(4.18) 的线性化：

v̇(t) = −v(t− 1), t > 0. (4.19)

为将问题归结为有界时间的微分不变式生成问题，根据前文阐述的构造性方法，我们得到线性化系

统 (4.19) 的常数 µ = −0.3,M = 2.69972 及 K = 3.28727，进而得到针对非线性系统 (4.18) 的常数

δ = 0.00351678，K̂ = 0.0250426 及 T ∗ = 0s。然后，借助文献 [30] 给出的 5 阶 Taylor 模型，在区

间 [14.5, 15.5] 内，系统解的上近似被完全包络在平衡点 0 的 δ- 邻域内。结合上述 T ∗ = 0s 的结果，

我们可以得出：对于任意时间 T > 15.5, 无界时间上的微分不变式生成问题等价于 T - 微分不变式

生成问题。

4.2 CSI: 基于抽象精化的 T - 不变式生成

给定公式 (4.1) 所刻画的一个时延微分动态系统，算法 2 将微分不变式生成问题归结到有界时

间 T - 微分不变式生成问题。针对 T - 微分不变式 I∗q 生成问题，基于 [13] 一文中的工作，本节提出

一种基于抽象精化的方法。在介绍算法前，我们先给出几个相关定义。

12
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算法 2 CBT: 计算 T ∗

输入: 方程 (4.1)：系统 f 及 ϕ，精度 ϵ，集合 B
输出: 时间上界 T ∗

1: if f 是非线性的 then

2: 线性化系统 f

3: T ′ ← min{T ′ |
∪

t∈[T ′−r,T ′] Rϕ(t) ⊆ B}
4: 构造 µ 和 K̂

5: if µ > 0 then

6: return T ∗ ←∞
7: end if

8: T ← inf{T |∀t > T : K̂eµt/2 < ϵ}
9: T ∗ ← T ′ + T

10: else

11: 构造 µ 和 K̂

12: if µ > 0 then

13: return T ∗ ←∞
14: end if

15: T ∗ ← max{0, inf{T | ∀t > T : K̂eµt < ϵ}}
16: end if

17: return T ∗

给定一个状态 x ∈ Rn 及 d ∈ R+，我们称 N (x, d) 为一个抽象状态。一个状态集合 X ⊆ Rn 的

抽象可以定义为 X 的一个划分：X̂ = {N (xi, d), i = 0, 1, . . . ,m | ∀x ∈ X, ∃xi. ∥x− xi∥ 6 d}，即集
合 X 中的任意状态 x 都至少对应一个抽象状态 N (xi, d)。如果给定 d′ 满足 0 < d′ < d，我们定义

集合 M̂ = {N (xj, d
′), j = 0, . . . ,m′ | ∀x ∈ X, ∃xj. ∥x− xj∥ 6 d′} 是 N (x, d) 的一个精化。

算法 32) CSI 给出了基于抽象的 T - 微分不变式计算过程：初始 t0 = 0 ，算法 δ-Partition 计

算初始状态集合 X0 的一个 δ- 覆盖，其中 X0 满足对于 (q,ϕq) ∈ Ξq, ∀τ ∈ [−r, 0].ϕq(τ) ∈ X0。该

覆盖中的每个点 x 都对应于一个可以表示为 N (x0, δ) 的划分，相应的抽象状态集合记为 R̂0, 同时

初始状态集合 X0 的凸包记为 R0 （第 2 行）。不变式 I∗q,0 初始化为 R0，并置 isSafe 为 true （第 3

行）。接下来，给定一个时间戳 tn < T 以及其对应的抽象状态集合 R̂n，算法 SafePost 计算从 R̂n

出发一次步长为 τ 的离散仿真，得到在时间区间 [tn, tn+1] 内满足方程 (4.1) 的所有安全解包络，记

作 Rn+1。同时返回在时间戳 tn+1 的安全抽象状态集合 R̂n+1 （第 5 行）。如果当前系统的可达集依

然满足安全性质，即 isSafe 为 true，则算法 SafePost 将新一轮的 Rn+1 与 I∗q,n 求并集来更新不变

式 I∗q,n+1 （第 7 行），表示当前时刻之前的所有安全解的包络。否则返回空集（第 15 行），即系统

的可达集是不安全的。上述过程不断迭代，直至 I∗q,n 不再变化（第 7，8 行），或者到达时间上界

T，算法终止，并返回 I∗q,n ∪N (xe, ϵ)
3)。

2) 根据 [13] 一文中算法修改得到。

3) 假设 N (xe, ϵ) ⊆ Sq。

13
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图 1 仿真树状轨迹。每个结点表示一个抽象状态，箭

头表示在一个采样时间抽象状态间的迁移关系。第 2 层

红色结点表示被精化状态，被精化为 l 个抽象状态，即

与之虚线连接的绿色结点，且 l 个绿色结点为红色结点

的有穷覆盖。

图 2 例 2 系统可达集。其中，采样步长 τ = 0.1s，红

色标线为最大安全阈值，蓝色管道区域为 16s 内系统从

初始状态 X0 = {v|v ∈ [0.4, 0.6]} 出发所有可达集的安
全上近似。

算法 4 描述了 SafePost 的计算，主要包括可靠模拟和抽象精化两部分，下面分别对两者详述:

1. 可靠模拟 （第 3-7 行）：对于任意抽象状态 N (xn, dn) ∈ R̂n，xn 表示从 x0 出发的解在时间

戳 tn 的状态近似，dn 为其相应的局部误差上界。使用 [13] 提出的数值模拟方法，算法 4 首先利

用前向欧拉方法，基于前序近似 xn 和 xn−m 来计算可达精确状态的近似状态 xn+1，其中，m 为

偏移量，xn−m 即 tn − r 时刻的延迟状态的近似。然后算法通过求解带约束的优化问题 (4.20) 来计

算一误差斜率 en，进而得到局部误差上界 dn+1。上述模拟获得了在时间戳 tn+1 的可达抽象状态

N (xn+1, dn+1)。

2. 精化与安全 （第 8-23 行）：基于新生成的抽象状态 N (xn+1, dn+1)，算法计算在时间区间

[tn, tn+1] 方程解的包络 Tn （第 8 行）。若 Tn 完全属于安全集合，那么将该集合并入 Rn+1，同时

更新 R̂n 及 R̂n+1，继续下一轮模拟计算；否则，若 Tn 被完全包含在不安全状态集合中，那么显
然该可达集是不安全的，isSafe 置为 false（第 15 行）; 如果上述两个条件都不满足，算法将在满

足阈值 ϵr 约束前提下，以 dn/2 为半径精化抽象状态 N (xn, dn)，随后重新进行新抽象状态的模拟

（第 18 行）。值得注意的是，与 [13] 不同，当算法需要精化时，[13] 中只对初始状态进行精化，而

SafePost 算法的精化操作可能发生在仿真轨迹的每个时间戳 tn 所生成的抽象状态 N (xn, dn) 上。

所以从一个初始抽象状态 N (x0, d0) 出发，迭代调用 SafePost 算法会生成仿真树状轨迹，下面给

出其直观解释与性质：

仿真树状轨迹：从一个初始抽象状态 N (x0, d0) 出发，迭代调用 SafePost 算法生成仿真树

状轨迹 Tree = (V, v0, Vsplit, E)，如图 1, 其中 v0 = N (x0, d0) 为初始结点，V 为结点集合，E 为

有向边集合，Vsplit ⊆ V 为被分裂结点集合。对于每个边 e = (v, w) ∈ E 满足：w = post(v),

v = N (xn, dn), w = N (xn+1, dn+1) 且对于 t ∈ [tn, tn+1] dn+1 = dn + (t − tn)en+1。对于每个结

点 v ∈ Vsplit 满足：如果 v = N (x, d)，结点 v 分裂成 v0, . . . , vl−1 l 个结点且 vi = N (xi, d/2),

0 6 i 6 l − 1，则 N (x, d) ⊆
∪

06i6l−1N (xi, d/2)，即 v ⊆ ∪06i6l−1vi。

给定初始状态集合 X0 和有界时间 T，上述算法实现了基于抽象的 DDEs 有界时间内上近似可

达集的计算，同时在给定的安全需求 Sq 的约束下，给出了相应的所有安全可达集的上近似。定理

14



中国科学 : 数学 第 48卷 第 ?期

4.7 给出了算法的正确性：

定定定理理理4.7 (正确性) 给定公式 (4.1) 所刻画的时延微分动态系统，以及有界时间 T，如果算法

3 终止时返回的 I∗q ̸= ∅，则满足下列性质：
1. I∗q ⊆ Sq，即 I∗q 所包含的所有状态都是安全的；

2. Ξ∗
q ⊆ {(q,ϕq) | ∀τ ∈ [−rk,q, 0].ϕq(τ) ∈ I∗q }；

3. I∗q 满足系统 (4.1) 的微分不变式定义，即任意从 ξϕq
(0) ∈ I∗q 出发的解 ξϕq

(t) 满足

∀t ∈ [−rk,∞).ξϕ(t) ∈ Iq =⇒ ∀t ∈ [−rk,∞).ξϕ(t) ∈ I∗q .

算法 3 CSI: T - 微分不变式生成

输入: 向量场 f，初始状态集合 Ξq，时间步长 τ，安全状态集合 Sq，时间上界 T，阈值 ϵr, 精度 ϵ

输出: 不变式 I∗q

1: n← 0; t0 ← 0; X0 ← {ϕq(·) | (q,ϕq) ∈ Ξq}; δ ← dia(X0)/2

2: R̂0 ← δ -Partition(X0); R0 ← conv(X0)

3: I∗q,0 ← R0, isSafe ← true

4: while tn < T do

5: (Rn+1, R̂n+1,isSafe)←SafePost(f(x,xr), R̂n, τ,Sq, ϵr, r, isSafe)
6: if isSafe == true then

7: I∗q,n+1 ← I∗q,n ∪Rn+1

8: if I∗q,n+1 == I∗q,n then

9: return I∗q,n

10: else

11: n← n+ 1; tn = tn + τ

12: end if

13: else

14: return ∅
15: end if

16: end while

17: return I∗q,n ∪N (xe, ϵ)

证明 从算法 4 中直接可以得到性质 1。由算法 3 的第 7-9 行可知 I∗q 是递增构造的，即 I∗q,0 ⊆
I∗q,1 ⊆ · · · ⊆ I∗q,n ⊆ I∗q,n+1 · · · ⊆ I∗q，结合算法 3 的第 2 行和第 3 行，可知 ϕq(·) ∈ I∗q,0 ⊆ · · · ⊆ I∗q，

即性质 2 成立。下面只需证明性质 3。对于性质 3，若算法在第 9 行终止，则由 I∗q,n == I∗q,n+1

可得 I∗q,n 作为微分不变式满足性质 3；若算法在第 17 行终止，由算法 4 的第 8-11 行可得对于

每个时间戳 tn 6 T 有 ∀t ∈ [tn, tn + τ ].ξϕ(t) ∈ Tn ⊆ Sq ⊆ Iq，又由算法 3 的第 5-7 行可知对于

∀t ∈ [−rk, T ], ξϕ(t) ∈ I∗q,n，集合 N (xe, ϵ) 包含了所有在 t > T 的系统轨迹，综上可得性质 3 成立。

例 2：在例 1 中，我们将种群动态系统无界时间的微分不变式生成问题归结到 [−1, 15.5] 上的
微分不变式生成问题。给定系统安全性质：S = {u | u 6 1.6}，根据上述 CSI 算法，我们取 T =
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16 > T ∗ = 15.5, 然后使用工具自动生成 T = 16s 上的微分不变式为 {u ∈ R | 0.4 6 u 6 1.419467}，
生成的可达集如图 2 所示。

4.3 扩展到多时延的 DDEs

在实际系统的数学模型中，时延微分方程往往含有多个离散的时延项，用来刻画系统中同时存

在不同延时耦合的部件及部件间交互行为。上述小节 4.1 和 4.2 讨论的含有一个时延项方程的算法

可以直接扩展到多个时延项的微分方程。例如，在 4.1 节中 ∥B∥ 直接替换为
∑k

i=1 ∥Ai∥，其中 Ai

表示时延项 x(t− ri)对应的 Jacobian矩阵；相应地，∥B∥ e−rµ 直接替换为
∑k

i=1 ∥Ai∥ e−riµ。在 4.2

节算法 4 中，相应地引入多个不同的偏移量m1 ← r1/τ, . . . ,mk ← rk/τ，欧拉方法估计后置状态与

优化问题 (4.20) 对 e 的估计相应地更新为 k 个时延项。更多细节不一一赘述。

5 实验分析

基于配置为 1.6Ghz Intel Core-i5 处理器、8GB 内存、64 位Windows 10 系统的 HP-Pavilion，

我们将本文提出的切换控制器合成算法应用于使用 PD- 控制器的时延混成系统的案例研究中。

考虑一个控制车辆运行的 PD- 控制器混成系统。该系统由两个模式组成: q1 和 q2。由于 PD-

控制器在感知、计算、传输与控制执行等过程中存在时间延迟，每个模式中的连续行为由 DDE 刻

画。在此案例中，我们考虑线性 DDEs:

fq1 :

 ẏ(t) = v(t)

v̇(t) = −y(t− r)− 4v(t− r)
,fq2 :

 ẏ(t) = v(t)

v̇(t) = −2y(t− r)− 3v(t− r)
,

其中 y 表示车辆位置，v 表示其速度，r 为时延常数且 r = 0.45。两个模式的初始集为：Ξq1 =

{q1} ×Uq1 , Ξq2 = {q2} ×Uq2 , 其中 Uq1 = {ϕq1(·) : [−r, 0]→ R2 |对t ∈ [−r, 0],ϕq1(t) ≡ (c1, c2)
′, c1 ∈

[−0.1, 0], c2 ∈ [0, 0.1]} 和 Uq2 = {ϕq2(·) : [−r, 0] → R2 | 对t ∈ [−r, 0],ϕq2(t) ≡ (c1, c2)
′, c1 ∈

[−0.1, 0], c2 ∈ [0, 0.1]}，安全区域为：Sq1 = Sq2 = {(y, v) ∈ R2 | y 6 0.6}，不变式: Iq1 = Iq2 =

{(y, v) ∈ R2 | y 6 0.6}。对于迁移边 e1 = (q1, q2)，迁移条件 G(e1) = {(y, v) ∈ R2 | y 6 0}; 对于迁
移边 e2 = (q2, q1)，迁移条件 G(e2) = {(y, v) ∈ R2 | y > 0}，且每个迁移边上的重置函数为恒等映
射, 即重置后新模式下的初始函数恒等于重置前状态的映射。

在模式 q1 中，首先调用算法 CBT，计算的相关常数如下：µ = −0.5，M = 12.8403，K =

4.54748 以及 K̂ = 1.74635。在此基础上，由定理 4.3 我们得到 T ∗ = 7.57838s, 该模式下微分

不变式生成问题转化为满足 T > T ∗ = 7.57838 的 T - 微分不变式生成问题。在此例中，我

们取 T = 8s。进而，调用算法 CSI，计算该模式下满足安全性质的微分不变式。图 3(a) 所

示的蓝色区域为时间 8s 内的此模式下可达集的上近似。我们得到模式 q1 的微分不变式为：

I∗q1 = {(y, v) ∈ R2 | (y, v) ∈ [−0.62, 0.46] × [−1.01, 1.17]}。类似地，计算模式 q2 的微分不变式。

调用算法 CBT，生成的常数如下：µ = −1，M = 16.4872，K = 3.03144 以及 K̂ = 1.28642。在

此基础上，由定理 4.3 我们得到 T ∗ = 4.45157s, 该模式下的微分不变式问题被转化为任意满足

16
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算法 4 SafePost

输入: 向量场 f，状态集合 R̂n，步长 τ，安全状态集合 Sq，阈值 ϵr，时延 r，isSafe

输出: 可达集 Rn+1，R̂n+1, isSafe

1: m← r/τ ; Rn+1 ← ∅；R̂n+1 ← ∅
2: while R̂n ̸= ∅ do

3: N2(xn, dn)← pop(R̂n)

4: xn+1 ← xn + f(xn,xn−m) ∗ τ
5: en ← Find minimum e s.t.

6: 

∥f(x+ t ∗ f ,xr + t ∗ g)− f(xn,xn−m)∥ 6 e− σ,

∀t ∈ [0, τ ]

∀x ∈ N2(xn, dn)

∀xr ∈ N2(xn−m, dn−m)

∀f ∈ N2(f(xn,xn−m), e)

∀g ∈ N2(f(xn−mxn−2m), en−m)

(4.20)

7: dn+1 ← dn + en ∗ τ
8: Tn ← conv(N2(xn, dn) ∪N2(xn+1, dn+1))

9: if Tn ⊆ Sq then

10: Rn+1 ← Rn+1 ∪ Tn
11: R̂n ← R̂n \ N2(xn, dn)

12: R̂n+1 ← R̂n+1 ∪N2(xn+1, dn+1)

13: end if

14: if Tn ⊆ Sc
q then

15: isSafe ← false

16: else

17: R̂n ← Rn \ N2(xn, dn)

18: if dn/2 > ϵr then

19: R̂n ← R̂n ∪ dn

2
-Partition N2(xn, dn)

20: else

21: isSafe ← false

22: end if

23: end if

24: end while

25: return (Rn+1, R̂n+1, isSafe)

17
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图 3 PD- 控制器时延系统模式 q1 和 q2 下的可达集。

T > T ∗ = 4.45157 的 T - 微分不变式生成问题。我们取 T = 4.7s。进而，调用算法 CSI，计算该模

式下满足安全性质的不变式。图 3(b) 所示的黄色区域为时间 4.7s 内的此模式下可达集的上近似。

我们得到模式 q2 的微分不变式为：I∗q2 = {(y, v) ∈ R2 | (y, v) ∈ [−0.38, 0.24]× [−0.68, 0.76]}。
最后，利用所求得的模式 q1 和 q2 下微分不变式 I∗q1 和 I∗q2，我们可以得到 PD- 控制器时

延混成系统的微分不变式 I∗ = (q1, I
∗
q1
)
∪
(q2, I

∗
q2
) = (q1, {(y, v) ∈ R2 | (y, v) ∈ [−0.62, 0.46] ×

[−1.01, 1.17]})
∪
(q2, {(y, v) ∈ R2 | (y, v) ∈ [−0.38, 0.24] × [−0.68, 0.76]}) ，和迁移条件：G∗(e1) =

{(y, v) ∈ R2 | (y, v) ∈ [−0.38, 0] × [−0.68, 0.76]}，G∗(e2) = {(y, v) ∈ R2 | (y, v) ∈ [0, 0.24] ×
[−0.68, 0.76]}, 初始集合 Ξ∗ = Ξ。

6 结论

本文提出了一个基于不变式生成的针对一类时延混成系统的切换控制器合成算法。基于谱分析

和线性化技术，我们将时延动态系统的微分不变式生成问题转化为有限时间内的可达集计算问题。

基于微分不变式的生成，我们的方法可以计算一个时延混成系统的切换控制器，合成的切换控制器

不仅可以保证系统行为是无阻塞的，并且满足给定的安全性质。我们在一个 PD- 控制器时延系统

上测试了我们的方法。未来工作我们将对本文所研究的时延混成系统模型做进一步完善, 考虑时延

同时存在于不同控制模式的离散切换中，以及考虑更复杂的系统性质如实时性及活性等。
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Switching Controller Synthesis for Time-delayed Hybrid
Systems

Yunjun Bai , Ting Gan, Li Jiao, Bai Xue & Naijun Zhan

Abstract How to design safe and reliable safety-critical cyber-physical systems (CPS) so that we can bet our

daily life on them is a grand challenge to computer science and control theory. Delays in feedback control

are ubiquitous, that is, the behavior evolution of a system depends not only on its current state, but also on

its execution history. Obviously, delays may invalidate the stability/safety certificates obtained by abstracting

them away as in the design of modern CPS normally. In this paper, we study the switching controller synthesis

problem of time-delayed hybrid systems, and propose an invariant-based approach by extending the corresponding

approach to the design of CPS without delays. To this end, based on spectral analysis and linearization, we first

show that the differential invariant generation problem of delay dynamical systems can be reduced to computing

reachable sets over bounded time horizon; we then propose an abstract-based algorithm to over-approximate the

reachable set over a given time bound; finally, we implement a prototypical tool of our approach and illustrate it

with examples.

Keywords Time-delayed hybrid systems, delay differential equations, differential invariants, switching con-

troller, safety
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